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Vorwort 


Die Geometrie hat von Anbeginn eine besondere Rolle als Übungsfeld für neue 
wissenschaftliche Methoden und Denkweisen gespielt. Den Griechen lieferte sie das 
Material für den ersten Versuch einer deduktiven Theorie. Die Untersuchungen über 
die Unabhängigkeit des Parallelenaxioms bildeten den Ausgangspunkt für die heute 
meist als „Grundlagen der Mathematik“, „mathematische Logik“ oder „Meta¬ 
mathematik“ bezeichnete Methodologie der deduktiven Wissenschaften. Die Elemen¬ 
targeometrie ist wegen der Anschaulichkeit ihrer Sachverhalte und der Fülle ihrer 
jedermann vertrauten Begriffe auch ein beliebtes Beispielmaterial für die Technik 
des Definierens und Beweisens in formalisierten Sprachen geworden. 

Der Leser würde auch ohne dieses Vorwort bald bemerken, daß es auch in diesem 
Buch nicht primär um Geometrie selbst geht, sondern darum, recht allgemeine und 
sehr aktuelle Züge der gegenwärtigen mathematischen Forschung am Beispiel der 
geometrischen Konstruktionen zu erläutern. Die klassische Theorie der geometri¬ 
schen Konstruktionen hat sich im wesentlichen darauf beschränkt, mit meist alge¬ 
braischen Methoden diejenigen Punkte (einer e ukli dischen, projektiven, hyper¬ 
bolischen o. ä. Ebene) zu charakterisieren, die mit bestimmten Konstruktionsmitteln 
aus gegebenen Punkten erhalten werden können. Ihre Resultate geben einerseits 
Anlaß zu allgemeinen Methoden zur Lösung von (lösbaren) Konstruktionsaufgaben 
und ermöglichen es andererseits, die Unlösbarkeit gewisser Konstruktionsaufgaben 
mit bestimmten Instrumenten zu beweisen. Einsichtige Geometer haben jedoch 
schon seit Euklid gespürt, daß die Lösung von Konstruktionsaufgaben viel mehr 
mit dem Führen von Beweisen als mit wirklichem Konstruieren zu tun hat: Löst 
man eine Konstruktionsaufgabe, so hat man dabei mehreres zu beweisen, zumindest, 
daß das Resultat der Konstruktion wirklich die verlangten Eigenschaften hat. Kann 
man andererseits zum Beispiel eine Konstruktion der Parallelen durch einen ge¬ 
gebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden angeben, so hat man damit doch wohl 
die Existenz einer solchen Parallelen bewiesen? Im vorliegenden Buch wird erstmals 
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systematisch dieser beweistheoretische Aspekt der geometrischen Konstruktionen 
untersucht. Gleichzeitig wird präzisiert, in welchem Sinne exakte Konstruktions¬ 
beschreibungen Algorithmen eines bestimmten Typs sind und welche Rolle die will¬ 
kürliche Wahl von Hilfspunkten bei Konstruktionen spielt. Insofern unterscheidet 
sich dieses Buch grundsätzlich von allen älteren und neueren Lehrbüchern zum 
Thema „Geometrische Konstruktionen“. In bezug auf die Mannigfaltigkeit geometri¬ 
scher Beispiele und Einzelresultate ist keine auch nur annähernde Vollständigkeit an¬ 
gestrebt worden. Jedoch wird so viel an Fakten aus der klassischen Theorie der geo¬ 
metrischen Konstruktionen vermittelt, wie nach Ansicht des Verfassers heute zur 
Allgemeinbüdung eines geometrisch interessierten Mathematikers gehören sollte. 

Im ersten Teil sind alle für die eigentliche Theorie benötigten Hilfsmittel und 
Kenntnisse aus anderen Gebieten der Mathematik zusammengestellt, so daß das 
Buch bereits Lesern mit geringen mathematischen Vorkenntnissen zugänglich ist. 
Jedoch wurden Dinge, die bei den meisten Lesern als bekannt vorausgesetzt wer¬ 
den können, gedrängt und weitgehend ohne Beweise behandelt, während einige we¬ 
niger geläufige Gebiete ausführlich dargestellt wurden. Weitgehend neu ist in diesem 
Teil insbesondere das Konzept der nichtelementaren Sprache und Theorie und die hier¬ 
auf aufgebaute allgemeine Theorie der Definitionen in formalisierten Sprachen. 

Die Kapitel 7 und 8 des zweiten Teils bilden das Kernstück der (bisher unveröffent¬ 
lichten) eigenen Arbeiten des Verfassers über den Zusammenhang zwischen zwei bis¬ 
her voneinander unabhängigen Gebieten aktueller mathematischer Forschung: der 
Semantik beliebiger Programmiersprachen einerseits und der Logik, konstruktiver 
Beweise andererseits. Im dritten Teil werden einige Teügebiete der klassischen Theorie 
der geometrischen Konstruktionen vom Standpunkt der im zweiten Teil dargelegten 
allgemeinen Theorie neu aufgebaut. Der geplante zweite Band wird sich darüber 
hinaus mit folgenden Themen beschäftigen: 

— Konstruktionen auf nichteuklidischen Flächen, insbesondere auf Kugelober¬ 
flächen und in hyperbolischen Ebenen, 

— Optimierung geometrischer Konstruktionen, 

— Konstruktionen mit beschränkten Instrumenten und in beschränkten Teilen 
euklidischer Ebenen, 

— Näherungskonstruktionen. 

Ich bin mir dessen bewußt, daß der nun vorliegende erste Band weit mehr Fragen 
aufwirft, als er beantwortet. Möge er viele Leser anregen, an der Beantwortung dieser 
Fragen und der Tilgung von Mängeln mitzuwirken, insbesondere die Grundgedanken 
auf andere Gebiete der Mathematik zu übertragen. Dank schulde ich vor allem 
meinem verehrten Lehrer und Freund, Herrn Prof. Dr. G. Asser, ohne dessen Förde¬ 
rung dieses Buch weder begonnen noch beendet worden wäre. Mein Dank güt 
weiterhin dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, insbesondere der 
Lektorin, Frau Dipl.-Math. K.Bratz, sowie den Mitarbeitern des VEB Druckhaus 
„Maxim Gorki“ für ihre sorgfältige Arbeit. 


Stralsund, im April 1973 


Peter Schreiber 


Inhaltsverzeichnis 


i 


Teil I. Hilfsmittel 

1. Mengen, Relationen, Abbildungen.11 

2. Axiomatische Theorien, formalisierte Sprachen, Modelle.17 

2.1. Aussagen und Aussageformen. 18 

2.2. Formalisierte Sprachen.22 

2.3. Interpretationen, Modelle, elementare und nichtelementare Theorien.24 

2.4. Abkürzungen in formalisierten Sprachen.31 

2.5. Definitionen in formalisierten Sprachen.33 

3. Abbildungsgruppen und Invarianten.46 

4. Algebra.52 

4.1. Ringe und Körper. 52 

4.2. Polynome ..57 

4.3. Adjunktion, komplexe Zahlen.63 

4.4. Quadratwurzelausdrücke, Radikale, Lösungsformeln für Gleichungen.66 

5. Ebene Geometrie. 74 

5.1. Affine Inzidenzebenen. 74 

5.2. Projektive Inzidenzebenen.79 

5.3. Affine Ebenen.81 

5.4. Affine Abbildungen.89 

5.5. Projektive Ebenen, projektive Koordinaten und projektive Abbildungen .... 94 

5.6. Euklidische Ebenen.99 

5.7. Kreise, platonische Ebenen.103 

6. Graphen, Flußdiagramme, Algorithmen. 108 
























8 


Inhaltsverzeichnis 


Teil II. Allgemeine Theorie der geometrischen Konstruktionen 


7. Konstruktionsinstrumente.121 

7.1. Reale und ideale Konstruktionsmittel.121 

7.2. Logische Analyse und Klassifikation von Instrumentensätzen.123 

8. Konstruktionen.136 

8.1. Konstruktionsaufgaben.136 

8.2. Elementare Konstruktionen.144 

8.3. Elementar entscheidbare Relationen. 154 

8.4. Nichtelementare Konstruktionen und Entscheidungen.158 

8*.6. Konstruktionen mit konstruktiver Auswahl.166 

8.6. • Konstruktionen mit Hilfselementen.171 

8.7. Lösungen vonKonstruktionsaufgaben, Äquivalenz vonkonstruktiven Teiltheorien, 

Instrumentensätzen und Figuren.178 

9. ' Algebraische Analyse .183 

9.1. Algebraische Konstruktionsaufgaben.183 

9.2. Geometrische Ausführung der vier Grundrechenarten und der Wurzeloperationen 

9.3. Algebraische Analyse geometrischer Konstruktionsinstrumente.197 

9.4. Algebraische Analyse und Klassifikation von Konstruktionsaufgaben, Unmög¬ 
lichkeitsbeweise . 208 

10. Abriß der Geschichte der geometrischen Konstruktionen.218 


Teil HI. Konstruktionen in affinen und euklidischen Ebenen 

11. Das Lineal in affinen Ebenen.225 

12. Das Eichmaß in euklidischen Ebenen. ..247 

13. Äquivalenz von Instrumentensätzen zu Zirkel und Lineal.252 

13.1. Der Satz von Ponoelet-Steiner und verwandte Sätze . 252 

13.2. Der Satz von Mohr-Mascheroni .265 

14. Konstruktionen dritten und höheren Grades.277 

Literaturverzeichnis.291 

Namen- und Sachverzeichnis.292 



























Teil I. Hilfsmittel 


/ 



1. Mengen, Relationen, Abbildungen 


< 


Es wird vorausgesetzt, daß der Leser mit den Grundbegriffen der Mengenlehre ver¬ 
traut ist. Die folgende summarische Behandlung dient der Abgrenzung der benötigten 
Begriffe und der Verständigung über die verwendeten Bezeichnungen. 

Die Bezeichnung x £ M bedeutet: Das (materielle oder abstrakte) Ding x ist 
Element der Menge M ; x $ M bedeutet: x ist nicht Element von M ; x u ..., x n £ M 
bedeutet: x x £ M und ... und x n 6 M. Für Mengen M, N gilt M — N genau dann, 
wenn M und N die gleichen Elemente enthalten. Eine Menge ist also durch Angabe 
ihrer Elemente eindeutig bestimmt und unabhängig von der zufälligen Beschreibung 
dieser Elemente oder der Reihenfolge ihrer Aufzählung. Mit {x: E(x)} bezeichnen wir 
die Menge aller Dinge x, die die Eigenschaft E(x) haben. Endliche Mengen (und nur 
solche) können auch durch vollständige Aufzählung ihrer Elemente angegeben wer¬ 
den: {Xi, x 2 ,..., x n } ist die Menge, die die Elemente x l3 x 2 ,..., x n und keine anderen 
enthält. In einer solchen Aufzählung dürfen Elemente mehrfach Vorkommen, ob¬ 
wohl man dies in der Regel vermeidet, sie werden dann aber nur einmal als Element 
der betreffenden Menge gewertet. Die Bezeichnung M Q N bedeutet: Die Menge M 
ist Teilmenge der Menge N, d. h., jedes Element von M ist auch Element von N. 
Insbesondere ist stets M g M. Dagegen bedeutet M cz N: M ist echte Teümenge 
von N, d. h. M Q N und M =f= N. 

Es zeigt sich, daß die uneingeschränkte Bildung von Mengen, d. h. die Zusammen¬ 
fassung aller Dinge mit einer irgendwie formulierbaren gemeinsamen Eigenschaft zu 
einer Menge, zu logischen Widersprüchen führt. In der axiomatischen Mengenlehre 
wird ausführlich untersucht, wie man die Mengenbüdung einschränken muß, um 
diese Widersprüche zu vermeiden und gleichzeitig die praktische Handhabung der 
Mengenlehre nicht wesentlich zu behindern. Insbesondere gibt es eine Reihe von un¬ 
problematischen Mengen, z. B. alle endlichen Mengen (darunter die leere Menge 0, 
die kein Element enthält), die Menge der natürlichen Zahlen und andere Mengen, 
die in der Mathematik eine wichtige Rolle spielen, sowie eine Reihe von Operationen 



12 


Teil I. Hilfsmittel 


im Bereich der Mengen, deren Anwendung erfahrungsgemäß nicht zu Widersprüchen 
führt. Die für uns wichtigsten Operationen dieser Art sind: 


M U N := {x: x £ M oder x £ N} 
M n N :== {x: x 6 M und x € A} 
M \ N := {x: x 6 M und x N} 
2 M {N: N QM} 


( Vereinigung ), 
(Durchschnitt), 
(Differenz), 
(Potenzmenge). 


Ist M ein Mengensystem, d. h. eine Menge, deren Elemente selbst Mengen sind, so sei 


U M := {x: Es gibt ein N, so daß x £ N und N 6 M), 

O M := {x: Für alle N gilt: Wenn N 6 M, so x £ N), falls M =j= 0. 

Ist M — {N: E(N)}, so schreiben wir zuweilen U N für u M und analog n N für 

E ( N ) E ( N ) 

Sind x x , x 2 , ...,% n beliebige nicht notwendig verschiedene Dinge, so kann man aus 
ihnen das geordnete System (x x ,..., x n ) (häufig n-tupel und in den Spezialfällen 
n — 2, 3, 4 geordnetes Paar, Tripel bzw. Quadrupel genannt) bilden. Diese neuen 
Objekte sind so zu verstehen, daß (x x ,..., x n ) durch Angabe seiner Komponenten 
Xi ,..., x n und deren Reihenfolge eindeutig bestimmt ist, d. h. 

(1) (x u ..., x„) = (y x ,..., y n ) genau dann, wenn X( = yi für i = 1 ,.. ., n. 1 ) 

Aus Mengen M x ,..., M k kann nun das kartesische Produkt gebildet werden: 

M x x ••• X M k := {(*!, ...,x k ): x x £ M x und ... und x k £ M k ), 

insbesondere 


M n := M xM X---XM für n ^ 2. 

'-v-' 

n-mal 

Für X ^ k, j Q n sind die Mengen 

(M x X-XM k ) X (M k+x X-xM n ), 

(M x X-XMj) X (M j+1 X--XM n ), 

M x X — XM n 

im allgemeinen 2 ) paarweise verschieden, jedoch vermöge der umkehrbar eindeutigen 
Zuordnung 

((#1, ..., % k ), (*£ft+i> • • •> •£«)) ^ •••> Xj )) ( Xj + l> •••> X n )) 

_ < 3 > • • •> Xn) 

x ) Vom Standpunkt der axiomatischen Mengenlehre erfordert die Bildung von w-tupeln keinen 
neuen Grundbegriff. Man kann analog zu u, n usw. auf mannigfache Weise w-stellige Mengen- 
7 Operationen (,...,) definieren, so daß (1) gilt. Die konkret benutzte Definition kann aber, sobald 
man mit ihrer Hilfe (1) bewiesen hat, wieder „vergessen“ werden, da man immer nur (1) benutzt. 

2 ) Für welches j eventuell (M x X ••• X Mf) X (Mj +1 X ••• X M n ) = M x X ••• X M n ist, 
hängt von der speziellen Wahl einer Definition für w-tupel ab (vgl. 1 )), die im allgemeinen in- 
duktiv aus einer Definition des Begriffs des geordneten Paares abgeleitet wird. 
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zwischen ihren Elementen als nicht wesentlich verschieden anzusehen. Wir werden 
diese Mengen im folgenden häufig stillschweigend identifizieren, d. h. die eine durch 
die andere ersetzen. 

Eine beliebige Teilmenge von M x X• • • X M n heißt eine M x X'" X M n -Relation. 
Die Teilmengen von M n nennen wir n-stellige Relationen in M. Zweistellige Relationen 
heißen auch binäre Relationen. In manchen Zusammenhängen ist es zweckmäßig, 
Teilmengen von M als einstellige Relationen in M anzusehen. 

Ist R eine M x X ••• X Jf«-Relation (n ^ 2), n eine Permutation der Zahlen 1,..., n, 
so sei 

R n ’.= {(#*(1)» • • •> X 7i(n)) • fa.l) • • •> %n) £ > 

R n ist dann eine M„ (X) X*** X -M^-Relation. Insbesondere heißt R n im Fall n = 2, 
7i( 1) =. 2, 7i( 2) = 1 die zu R inverse Relation und wird auch mit P _1 bezeichnet. 

Ist R eine Relation und M eine Menge (eventuell kartesisches Produkt gewisser 
anderer Mengen), so heißt die Relation RxM eine formale Ausdehnung der Relation 
R. Sie ist eine Relation, deren Stellenzahl gegenüber R um k erhöht ist, wenn M ein 
ß-faches kartesisches Produkt ist. Ist M bekannt, so kann man offenbar R aus 
j RxM zurückgewinnen. Daher ist die formale Ausdehnung in diesem Fall als nicht 
wesentlich verschieden von R anzusehen. Da auch alle permutierten Relationen 
R n im wesentlichen die gleiche Information wie R enthalten, kann man unter Berück¬ 
sichtigung der entsprechenden Identifikationen zu je endlich vielen Relationen ein 
kartesisches Mengenprodukt P finden, so daß alle diese Relationen als Teilmengen 
von P aufgefaßt werden können. 

Es sei R eine binäre Relation in M, d. h. R Q M 2 . Wir definieren: 

R reflexiv in M Für alle x d M gilt: (x, x) £ R, 

R irreflexiv in M Für kein x £ M gilt: (x, x) £ R, 

R symmetrisch :«-> Für alle x, y gilt: Wenn (x, y) £ R, so (y, x) d R> 

R antisymmetrisch Für alle x, y gilt: Wenn (x, y) d R und (y, x) d R, so x — y, 

R transitiv :<-» Für alle x, y, z gilt: Wenn (x, y) d R und (y, z) £ R, so (x, z) £ R, 

R vergleichend in M :<-» Für alle x,y £ M gilt: (x, y) £ R oder (y, x) £ R oder x — y, 

R reflexive Ordnung in M :<-> R reflexiv in M und R antisymmetrisch und transitiv , 

R irreflexive Ordnung in M :«-> R irreflexiv in M und R transitiv 
R reflexive Totalordnung in M R reflexive Ordnung in M und R vergleichend in M, 
R irreflexive Totalordnung in M :++R irreflexive Ordnung in M und R vergleichend in M, 
R Äquivalenzrelation in M R reflexiv in M und R symmetrisch und transitiv. 

Ist R eine reflexive Ordnung in M, so ist R \ {{x, x)\ x £ M) eine irreflexive Ord¬ 
nung in M. Ist R’ eine irreflexive Ordnung in M, so ist R r u {{x,x)\x d M) eine 
reflexive Ordnung in M. Beim Übergang in beiden Richtungen gehen Totalordnungen 
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in Totalordnungen über. Wir sprechen im folgenden von der reflexiven bzw. ir¬ 
reflexiven Form ein und derselben Ordnung. Konkrete Ordnungsrelationen werden 
meist durch ^ (reflexiv), < (irreflexiv) oder ähnlich gestaltete Zeichen notiert, d. h., 

man schreibt z. B. x < y statt (x, y) d R. Analog benutzen wir =, A und ähn- 

(ä) 

liehe Zeichen für spezielle Äquivalenzrelationen. 

Ist R eine Äquivalenzrelation in M, so sei x (R) := {y\ (x, y) d F} für xd M die Äquiva¬ 
lenzklasse von x bezüglich R. Falls aus dem Zusammenhang hervorgeht, um welche 
Äquivalenzrelation es sich handelt, schreiben wir kurz x und Äquivalenzklasse. Das 
Mengensystem M R := {x: x d M) ist dann eine sogenannte Zerlegung der Menge M, 
d. h., es gilt 

U M r = M ; N =$=0 für N d M R ; A f\B = 0 für A,B d M R mit A =}= B. 

Ist umgekehrt Z eine Zerlegung von -M, d. h. ein Mengensystem mit diesen drei Eigen¬ 
schaften, so ist 

Rz *•= {(#> y)' es existiert ein A d Z, so daß x,y d A) 

eine Äquivalenzrelation in M. Dabei gilt M Rz = Z und R Mr = R, d. h., die Zerlegun¬ 
gen einer Menge entsprechen umkehrbar eindeutig den Äquivalenzrelationen in 
dieser Menge. 

Eine zweistellige M X A-Relation R heißt eine Abbildung aus M in N oder eine 
partielle M -> N-Operation, wenn es zu jedem x d M höchstens ein y d N mit (x, y) dR 
gibt. Ist R Abbildung, so schreiben wir statt (#, y) dR auch y = R{x). Ist F eine Ab¬ 
bildung aus M in N, so sei 

D F := {x: es existiert ein y mit (x, y) d F} (Definitionsbereich von F); 

W F := {y: es existiert ein x mit (x, y) d F) (Wertebereich von F). 

Ist Dp — M, so nennen wir F eine Abbildung von M (statt aus M) bzw. lassen das 
Beiwort partiell fort, falls wir F als Operation bezeichnen. Ist W F = N, so nennen wir 
F eine Abbildung auf N (statt in N). Ist F eine Abbildung, so kann F -1 als Relation 
immer gebildet werden. Ist F -1 ebenfalls eine Abbildung, so heißt F eine eineindeutige 
bzw. umkehrbar eindeutige Abbildung und F -1 die zu F inverse Abbildung. 

Neben den Operationen bzw. Abbildungen, die nach obiger Definition immer ein¬ 
deutig sind, benötigen wir im folgenden manchmal sogenannte endlichvieldeutige 
Operationen. Hierunter verstehen wir eine binäre Relation F mit der Eigenschaft, 
daß zu jedem x höchstens endlich viele y mit (x, y) d F existieren. Sind y i} ...,y n die 
sämtlichen y mit (x, y) d F, so schreiben wir zuweilen F(x) = {y x ,..., y n ) und sinn¬ 
gemäß y d F(x) statt (x, y) d F. Dahinter steckt der Sachverhalt, daß man jede end¬ 
lichvieldeutige M —> A-Operation auch als eine Abbildung aus M in die Menge der 
nichtleeren endlichen Teilmengen von N auffassen kann. 

Die Begriffe Definitions- und Wertebereich übertragen sich wörtlich auf endlich¬ 
vieldeutige Operationen. Die Verkettung (Hintereinanderausführung) definieren wir für 
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endlichvieldeutige Operationen F, G durch 

F • G := {{x,z)\ es existiert ein y mit (x, y) d G und (y, z) d F). 

Die übliche Verkettung von Abbildungen ergibt sich hieraus als Spezialfall. 

Unter einer n-stelligen Abbildung bzw. Operation verstehen wir eine Abbildung 
aus einer Menge der Form M x X • • • X M n . Insbesondere bezeichnen wir eine Abbildung 
aus M n in M kurz als %-stellige (partielle) Operation in M. Unter Benutzung spezieller 
Namen für die Elemente der beteiligten Mengen verwenden wir zuweilen auch Rede¬ 
weisen wie „Punkt 2 -> Geraden-Operation“ und ähnliche. Hiermit ist gemeint, daß 
es sich in bezug auf eine bestimmte Ebene um eine P 2 -> ^-Operation handelt, wobei 
P die Menge aller Punkte und G die Menge aller Geraden dieser Ebene ist. 

Es seien M u ..., M n beliebige nichtleere paarweise disjunkte Mengen. Eine Relation 
im Bereich dieser Mengen ist eine Relation R mit R ü Mi t X ••• X M ik für ge¬ 
wisse i x ,..., 4 d {1,..., n). Das &-tupel (4,. .., 4) heißt dann die Signatur s(R) von R. 
Analog sei für eine (partielle) M it X • • • X Mi k -> Mj-Operation F im Bereich dieser 
Mengen die Signatur s (F) durch (4,4» 9) definiert. Für cd M f (j ^ n) sei schließ¬ 
lich s(c) die Zahl j. 

Sind R ly ..., R m Relationen, F ly F p partielle Operationen im Bereich der Men- 

n 

gen M u ..., M n und c 1} ..., c q Elemente aus u Mi, so heißt 

i=\ 

(S = (M\ y •••» M ny R\t ..., R m , Fit ..., Fp, ..♦, Cq) 

eine n-sortige Struktur (über den Grund- oder Trägermengen M ly ..., M n ). Dabei ist 
auch m = 0, p = 0,q = 0 zugelassen, jedoch sei immer wenigstens eine dieser Zahlen 
von Null verschieden. Die Signatur einer derartigen Struktur wird definiert durch 

s((3) « = ( n , m , p } g y c{Ri) y • • •» c(R m ) y c(F x ), • • c(F p)> ®(^i)» • • ♦> ^(^g))» 

Es seien 

<3 = {Mi ,..., M n ) Rit ..., R m , Pj, • •., Fp } c Xy •.., Cq), 

(3 — (Mj_, . .., M n \ R\t • • •> P\f Ppy c ly »• •> Cq) 

n n 

Strukturen gleicher Signatur. Eine eineindeutige Abbüdung <p von U M{ auf U M\ 
heißt ein Isomorphismus von <3 auf (3', wenn gilt: * =1 i==1 

(1) Für i = 1,..., n ist die Einschränkung von <p auf Mi eine eineindeutige Ab¬ 
büdung von Mi auf M\. 

(2) Für * = 1,..., m gilt: Ist s(Ri) = s(P-) = (4,4) und x i dM ij für 

j = 1 ,..., k, so ist (x ly ..., x k ) d Ri genau dann, wenn (^(a^), ..., 9?(^)) d R\ . 

(3) Für i = 1,..., p gilt: Ist s(F t ) = s(P-) = (4,..., 4; r ) ^ x j d M i} für 

j = 1,..., k, so existiert Fi(x ly ..., x k ) genau dann, wenn F'^apipcx ),..., <p{x k )) 
existiert, und im Fall der Existenz ist F'fofa ),..., <p{% k )) = <p[Fi{x u ..., a*)). 

(4) Für i = 1,..., q gilt: <p(ci) = cj. 
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(Der Leser überprüfe, daß (3) sich als Spezialfall von (2) ergibt, wenn man die Ar- 
stellige partielle Operation F t -, wie oben erklärt, als (k l)-stellige Relation auf¬ 
faßt.) 

Die Struktur (3 heißt isomorph zur Struktur 3', wenn ein Isomorphismus von <3 
auf (3' existiert. Es güt: 

1t 

(5) Die identische Abbildung von ij Mi auf sich ist ein Isomorphismus von 3 

auf ©. t=1 

(6) Ist <p ein Isomorphismus von 3 auf 3', so ist qr 1 ein Isomorphismus von 3' 
auf 3. 

(7) Ist tp ein Isomorphismus von 3 auf 3' und y> ein Isomorphismus von 3' 
auf 3", so ist y> o <p ein Isomorphismus von 3 auf 3". 

(5), (6), (7) bedeuten zusammen, daß die Isomorphie in jeder Menge von Strukturen 
eine Äquivalenzrelation ist. Insbesondere berechtigt (6) dazu, (ohne Berücksichtigung 
der Reihenfolge) von zueinander isomorphen Strukturen zu sprechen. 

Isomorphe Strukturen sind vom Standpunkt der Mathematik nicht wesentlich 
verschieden. Diesen Satz kann man als implizite Definition der Bedeutung des 
Wortes „wesentlich“ auf fassen, andererseits aber auch als eine Charakterisierung der 
Mathematik gegenüber anderen Wissenschaften, denn gerade das Abstrahieren von 
der konkreten Beschaffenheit der betrachteten Dinge ist entscheidend für die Ab¬ 
grenzung der mathematischen Methode in der Wissenschaft. 

Beispiel. Es sei (§ irgendeine euklidische Ebene, P die Menge ihrer Punkte, G 
die Menge ihrer Geraden, wobei eine Gerade zunächst nicht notwendig als Menge der 
auf ihr liegenden Punkte aufzufassen ist, sondern als ein Ding einer „zweiten Sorte 
von Dingen“, das zu den Dingen erster Sorte, den Punkten, in der durch „liegt auf“ 
ausgedrückten sogenannten Inzidenzrelation R stehen kann. (P, G, R) ist eine Struk¬ 
tur der Signatur s = (2,1,0,0, (1,1)). Eür g 6 G sei g {p:pdP und p liegt auf g), 
und es sei G := {g:gd G}. Offenbar ist (P, G, 6) ebenfalls eine Struktur der Signatur s. 
Wir definieren nun eine Abbildung <p durch q>(p) p für p € P und <p(g) := g für 
g 6 tr. Unter der Voraussetzung 

(8) Auf jeder Geraden g liegen wenigstens zwei Punkte , und durch je zwei Punkte 
geht höchstens eine Gerade 

können wir zeigen, daß q> die Menge G eineindeutig auf G abbildet: Ist nämlich 
<p(gi) = g und p(gr 2 ) = g, so seien p 1} p 2 zwei verschiedene auf g x liegende Punkte. 
Dann ist p x € g und p 2 6 g, und wegen <p(g 2 ) — g liegen auch p x und p 2 auf g 2 . Da g x 
und g 2 demnach zwei verschiedene Punkte gemeinsam haben, ist g x = g 2 . Aus der 
Definition von <p für Geraden folgt nun unmittelbar: Für beliebige p6 P und g€.G 
liegt p auf g genau dann, wenn <p(p) 6 <p{g)> d. h., <p ist ein Isomorphismus von 
(P, G , P) auf (P, G, 6). Dieses Beispiel lehrt, daß man in einer beliebigen geometri¬ 
schen Theorie die Geraden als Mengen von Punkten und die Relation „liegt auf 44 als 
Elementbeziehung auffassen kann, sofern nur die Voraussetzung (8) erfüllt ist. 




2 . 


Axiomatische Theorien, formalisierte Sprachen, Modelle 


Die ebene euklidische Geometrie und ähnliche Teilgebiete der Mathematik, mit denen 
wir uns im folgenden beschäftigen werden, sind axiomatische Theorien, d. h., ihre 
Aussagen betreffen gewisse Dinge, z. B. Punkte, Geraden, Kreise, die in gewissen 
Relationen stehen können, z. B. Inzidenz, Kongruenz. Was für Dinge die Punkte und 
Geraden sind, ist für die Geometrie selbst unwesentlich. Desgleichen wird in der 
Geometrie nicht erklärt, was es bedeutet, daß ein Punkt auf einer Geraden liegt usw. 
Die Bedeutung der Objektgrundbegriffe (z. B. Punkt, Gerade) und der Grundrelatio¬ 
nen (z. B. Inzidenz, Kongruenz) wird lediglich in gewissem Maße implizit durch 
Axiome festgelegt, d. h. durch gewisse als gültig vorausgesetzte Aussagen über die 
Grundbegriffe. Alle und nur die Aussagen, die durch logisches Schließen (Beweisen) 
aus den Axiomen erhalten werden können, sind Sätze der betreffenden axiomatischen 
Theorie. Insbesondere gehören die Axiome zu diesen Sätzen. Eine axiomatische 
Theorie kann mit einiger Berechtigung mit der Menge ihrer Sätze identifiziert werden, 
und von diesem (heute in der Metamathematik weitgehend akzeptierten) Standpunkt 
ist die spezielle Wahl der Axiome relativ unerheblich. Die Axiome dienen lediglich 
dazu, die Sätze der betreffenden Theorie (z. B. durch fortlaufendes Beweisen) zu 
erzeugen. Jedes andere System von Sätzen über die betrachteten Grundbegriffe, aus 
dem die gleichen Sätze bewiesen werden können, kann als gleichwertiges Axiomen- 
system benutzt werden. In diesem Kapitel wird unter anderem dargelegt werden, 
daß und in welcher Weise sogar die Auswahl der Grundbegriffe einer axiomatischen 
Theorie innerhalb weiter Grenzen willkürlich ist. Das Hauptziel des Kapitels besteht 
jedoch darin, die für das Verständnis der axiomatischen Methode grundlegenden 
Begriffe „Menge aller unter Benutzung eines festen Systems von Grundbegriffen 
formulierbaren Aussagen“ und „logische Schlußfolgerung“ zu präzisieren. 


2 Schreiber, Konstruktionen 
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2.1. Aussagen und Aussageformen 

Eine Aussage ist eine im weiteren Sinn sprachliche (im folgenden immer schriftliche) 
Widerspiegelung eines möglichen Sachverhalts. Dabei bedeutet „möglich“, daß eine 
Aussage wahr oder falsch sein kann. Es werden jedoch nur solche Widerspiegelungen 
als Aussagen bezeichnet, die (infolge hinreichend präziser Formulierung bzw. unter 
Berücksichtigung vorher getroffener Vereinbarungen über die Bedeutung der ver¬ 
wendeten Sprachbestandteile) genau einen der beiden Wahrheitswerte W (wahr) oder 
F (falsch) haben. (Es ist nicht verlangt, daß man von jeder Aussage effektiv fest¬ 
stellen kann, ob sie wahr oder falsch ist!) 

Eine einfache kombinatorische Betrachtung lehrt, daß es für ft ^ 1 im Bereich 
{W y F} der Wahrheitswerte 2 2 " verschiedene ft-stellige Operationen gibt. Diese 
Operationen werden gewöhnlich Wahrheitsfunktionen oder Boolesche Funktionen ge¬ 
nannt. Jeder von ihnen entspricht eine ft-stellige Verknüpfung von Teilaussagen zu 
einer Gesamtaussage, deren Wahrheit bzw. Falschheit nicht vom konkreten Inhalt 
der verwendeten Teilaussagen, sondern nur (in der durch die vorgegebene Boolesche 
Funktion geregelten Weise) von der Wahrheit bzw. Falschheit der ersten bis ft-ten 
verknüpften Teilaussagen abhängt. Umgekehrt entspricht jeder derartigen Regel, 
nach der man je ft beliebige Aussagen zu einer Gesamtaussage verknüpfen kann 
(extensionale Aussagenverbindung) eine Boolesche Funktion. Durch sprachliche 
Partikel, wie z. B. „nicht“, „und“, „oder“, „wenn, so“, „genau dann, wenn“, „ent¬ 
weder oder“ usw., realisierte extensionale Aussagen Verbindungen sind äquivalent , 
wenn sie sprachliche Darstellungen der gleichen Booleschen Funktion sind. Als Bei¬ 
spiele geben wir die Wertetabellen der einstelligen Negation ~i (nicht) und der 
zweistelligen Booleschen Funktionen Konjunktion a (und), Alternative v (oder), 
Implikation ->» (wenn so) und Äquivalenz <-> (genau dann, wenn) an, die man auch 
als klassische Wahrheitsfunktionen bezeichnet: 



~i 

A 

V 

— 


w 

F 

W,W 

W 

w 

w 

W 

F 

W 

W,F 

F 

w 

F 

F 



F,W 

F 

w 

W 

F 



F, F 

F 

F 

W 

W 


Die relative Armut unserer Umgangssprache an weiteren, insbesondere an höher- 
stelligen extensionalen Aussagenverbindungen findet ihre Erklärung dadurch, daß 
man jede Boolesche Funktion durch Superposition der fünf oben angegebenen Funk¬ 
tionen (sogar schon durch Superposition von Negation und Konjunktion) erzeugen 
kann. So ist z. B. „wenn A, so B“ äquivalent zu „B oder nicht A“; „A oder B“ äqui¬ 
valent zu „nicht (nicht A und nicht B)“. In einfachen Fällen handhaben wir der¬ 
artige aussagenlogische Äquivalenzen meist intuitiv richtig, bzw. die Fähigkeit, 
solche Äquivalenzen intuitiv zu erkennen, wird als Maß für die Entwicklung des 


2. Axiomatische Theorien 


19 


logischen Denkvermögens angesehen. Man kann jedoch nach Kenntnis der Werte¬ 
tabellen der Booleschen Grundfunktionen die Frage der Äquivalenz von Aussagen¬ 
verbindungen immer (in einfachen wie in beliebig komplizierten Fällen) durch Auf- 
stelJen und Vergleichen der vollständigen Wertetabellen beider Seiten entscheiden. 

Zu den praktisch wichtigen aussagenlogischen Äquivalenzen gehört eine Anzahl 
von Regeln, die entsprechenden arithmetischen Regeln analog sind: 

„A und B“ äquivalent „B und A“ ( Kommutativität der Konjunktion ); 

„A oder B“ äquivalent „B oder A“ ( Kommutativität der Alternative) ; 

„A und (B und C)“ äquivalent „(A und B) und C“ (Assoziativität der Konjunktion , 
analog Assoziativität der Alternative ); 

„A und (B oder C)“ äquivalent „(A und B) oder (A und C)“, 

„A oder (B und C)“ äquivalent „(A oder B) und (A oder C)“ (Distributivgesetze). 

Die Assoziativgesetze für Konjunktion und Alternative rechtfertigen (analog zur 
Arithmetik) die Büdung von Aussagen der Form „Aj und A 2 und ... und A n “ bzw. 
,,Aj oder A 2 oder ... oder A w “. Die konjunktive bzw. alternative Verknüpfung von 
mehr als zwei Teilaussagen ohne sprachlich ausgedrückte oder auch nur gedachte 
Klammern gehört zu den Dingen, die wir in der Umgangssprache intuitiv richtig 
handhaben. 

Eine Aussageform ist ein sprachliches Gebilde, das gewisse freie Variablen enthält, 
wobei zu jeder dieser freien Variablen (die mehrfach in der Aussageform Vorkommen 
können) eine bestimmte Menge von für sie einsetzbaren Dingen als Variabilitäts¬ 
bereich gehört, so daß bei jeder Einsetzung je eines solchen Dinges (bzw. seines 
Namens) für jede Variable eine Aussage entsteht. Eine Aussageform heißt w-stellig, 
wenn in ihr genau n verschiedene freie Variablen Vorkommen. Es ist zweckmäßig, 
Aussagen als spezielle (O-stellige) Aussageformen anzusehen. 

Enthält die Aussageform A genau die verschiedenen freien Variablen Xj,..., x n 
und ist für i — 1,..., n die Menge M{ der Variabilitätsbereich der Variablen x t -, so 
kann A als eine spezielle sprachliche Darstellung derjenigen Relation R A gi M x X ••• 
X M n aufgefaßt werden, die aus allen und nur den (x u ..., x n ) 6 M x X • • • X M n be¬ 
steht, für die A wahr ist. Zur eindeutigen Festlegung der durch eine Aussageform A 
dargestellten Relation R A ist genau genommen noch eine zusätzliche Vereinbarung 
über die Reihenfolge der Argumente von R A (etwa nach dem jeweils ersten Vor¬ 
kommen der entsprechenden Variablen in A, von links beginnend) erforderlich. 
Andernfalls stellt A zugleich mit R A auch alle daraus durch Stellenpermutation her¬ 
vorgehenden Relationen R 7 ^ dar (vgl. Kap. 1). 

Aussageformen, in denen die gleichen Variablen Vorkommen, heißen äquivalent, 
wenn sie die gleiche Relation darstellen. Zum Beispiel sind in bezug auf die Punkte 
und Geraden einer bestimmten Ebene die Aussageformen „p 6 g“, „p liegt auf g“, 
„der Punkt p liegt auf der Geraden g“ und „g geht durch p“ äquivalent. 


2* 
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Eine Abbildung <x von M x X ••• X M n in die Zweiermenge {W, F} der beiden Wahr¬ 
heitswerte heißt ein n-stelliges Attribut oder Prädikat (auf M x X X M n ). Ist 
R g M x X ••• X M n eine Relation, so ist die durch 


_ J W, falls (x u .. x n ) £ R, 

•••, *.) | fa]]8 {Xt> e (JfjX-X Jf.) \ Ä, 

definierte Abbildung ein Attribut. Ist « ein Attribut auf M x X ••• X M n , so ist R a 
: = { (x 1} ...,x n ): oi(x 1 ,..., x n ) = W) eine Relation. Offenbar gilt: R Ar = R und oc Rix = «, 
d. h., Relationen in M x X X M n und Attribute auf dieser Menge entsprechen ein¬ 
ander umkehrbar eindeutig und sind nur mengentheoretisch verschiedene Präzi¬ 
sierungen des gleichen Abstraktums. 1 ) Es ist klar, in welchem Sinn eine w-stellige 
Aussageform zugleich mit einer Relation auch ein Attribut darstellt. Wir werden 
die Begriffe Relation und Attribut im folgenden nebeneinander gebrauchen. 

Wir behandeln nun in vorläufiger Form einige Möglichkeiten, aus einer festen An¬ 
zahl beliebiger Aussageformen neue Aussageformen zu bilden. 


Variablenumbenennung. Ist x eine in der Aussageform A frei vorkommende 
Variable und y eine Variable, die in A nicht vorkommt, so entsteht eine zu A äqui¬ 
valente Aussageform, wenn man die Variable x an allen Stellen ihres Vorkommens in 
A durch y ersetzt und y den gleichen Variabilitätsbereich zuordnet wie vorher x. 
Auf diese Weise entsteht z. B. aus der Aussageform 

(1) „die Strecke pip 2 ist der Strecke p 3 p 4 kongruent“, 


in der der Variabilitätsbereich der vier frei vorkommenden Variablen p t , p 2 , p 3 , p 4 
die Menge aller Punkte einer gewissen Ebene ist, die Aussageform 


„die Strecke pxp 6 ist der Strecke p 3 p 4 kongruent“. 


Dabei ist der Variablen p 6 ebenfalls die Menge der Punkte der betrachteten Ebene als 
Variabilitätsbereich zuzuordnen. Beide Aussageformen sind äquivalent. Sie stellen 
die gleiche vierstellige Punktrelation, nämlich die sogenannte (Strecken-) Kongruenz 
dar. 


Variablengleichsetzung. Sind x und y in A vorkommende freie Variable mit 
dem gleichen Variabilitätsbereich, so entsteht eine neue Aussageform A', wenn man 
in A überall x durch y ersetzt. Im Unterschied zur Variablenumbenennung ist jedoch 
A' nicht zu A äquivalent, insbesondere ist die Stellenzahl von A' um 1 niedriger als die 
von A. Auf diese Weise entsteht aus der Aussageform (1) zum Beispiel die dreistellige 
Aussageform 

„die Strecke p x p 2 ist der Strecke p x p 4 kongruent“. 

Man bemerke, daß die durch diese Aussageform dargestellte Relation nach üblichem 
Sprachgebrauch u. a. auch durch die Aussageform 

„der Punkt p 4 ist von p 2 und p 4 gleich weit entfernt“ 


x ) Vgl. den Zusammenhang zwischen Äquivalenzrelationen und Zerlegungen. 


2. Axiomatisohe Theorien 


21 


dargestellt wird, die nicht durch Variablengleichsetzung aus einer anderen Aussage¬ 
form erhältlich ist. 

Konstanteneinsetzung. Ist x eine in A frei vorkommende Variable und c der 
Name eines bestimmten Dinges aus dem Variabilitätsbereich von x, so entsteht aus 
A eine (wiederum in der Stellenzahl um 1 erniedrigte) Aussageform A', wenn man in 
A überall x durch c ersetzt. Ist speziell A eine einstellige Aussageform, so ist A' bereits 
eine Aussage. Ist zum Beispiel vereinbart worden, mit p 0 einen bestimmten Punkt 
der betrachteten Ebene zu bezeichnen, so entsteht aus (1) u. a. die dreistellige Aus¬ 
sageform 


„die Strecke pjpo ist der Strecke p 3 p 4 kongruent“. 

Im täglichen Leben werden die meisten Aussagen durch Einsetzen von Konstanten 
für alle ursprünglich in den Aussageformen vorkommenden Variablen gebildet, zum 
Beispiel „Eritz ist älter als Hans“ aus „x ist älter als y“. 

Aussagenlogische Verknüpfung. Ist A eine Aussageform, so ist auch „nicht 
A“ eine Aussageform. Sind A 1 und A 2 Aussageformen, so sind auch „A x und A 2 “, 
„Ai oder A 2 “, „wenn A 1} so A 2 “ und „A x genau dann, wenn A 2 “ usw. Aussageformen. 
Auf Grund der Erzeugbarkeit aller Booleschen Funktionen mittels Konjunktion und 
Negation genügt es offenbar im Prinzip, die ersten beiden Spezialfälle zu betrachten. 
Aus den Aussageformen „Pi liegt auf g t “, „g x ist parallel zu g 2 “ entsteht zum Beispiel 
durch aussagenlogische Verknüpfung die Aussageform 

„wenn g x zu g 2 parallel ist, so liegt p 4 auf gj“, 

worin lediglich im Interesse sprachlicher Glätte die Reihenfolge einiger Worte ver¬ 
tauscht wurde. 

Quantifizierung. Kommen in der Aussageform A die Variablen x, x 1} ..., x n 
und keine weiteren frei vor, so kann man aus A die beiden Aussageformen 

(2) „für alle x gilt A“, 

(3) „es gibt ein x, so daß A“ 

bilden. (2) heißt Generalisierung von A bezüglich x, (3) heißt Partilcularisierung von 
A bezüglich x. Generalisierung und Partikularisierung bezeichnen wir mit dem ge¬ 
meinsamen Namen Quantifizierung. Die Variable x kommt zwar in (2) und (3) noch 
vor (sogar jeweils einmal mehr als in A), jedoch nicht mehr frei: Setzt man nämlich 
für Xj,..., x n je ein Ding aus dem zugehörigen Variabilitätsbereich ein, so sind (2) 
und (3) schon Aussagen (über den Variabilitätsbereich von x). Zum Beispiel entsteht 
aus der Aussageform 

„wenn p auf g liegt, hat g mit k zwei Punkte gemeinsam“. 
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in der der Variabilitätsbereich der frei vorkommenden Variablen p bzw. g bzw. k 
die Menge aller Punkte bzw. aller Geraden bzw. aller Kreise einer bestimmten Ebene 
ist, durch Generalisierung bezüglich g die zweistellige Aussageform 

„für alle g gilt: wenn p auf g liegt, so hat g mit k zwei Punkte gemeinsam“. 

Daß hierin die Variable g nicht mehr frei vorkommt, also nicht mehr zu denjenigen 
Variablen gehört, über deren Bedeutung man verfügen muß, um zu einer Aussage zu 
gelangen, erkennt man hier auch daran, daß man eine äquivalente Aussageform an¬ 
geben kann, in der g überhaupt nicht mehr vorkommt, nämlich 

„alle Geraden durch den Punkt p schneiden k in zwei Punkten“, 

oder völlig anders formuliert, aber in euklidischen Ebenen äquivalent: 

„der Punkt p liegt im Innern des Kreises k“. 

Zusätzlich zu der im Normalfall unmißverständlichen Bedeutung der Aussageformen 
(2) und (3) vereinbaren wir: Ist der Variabilitätsbereich von x die leere Menge, so 
sei (2) bei jeder Einsetzung für x u ..., x n wahr und (3) bei jeder Einsetzung für 
Xj, ..., x„ falsch. 


2.2. Formalisierte Sprachen 

Eine n-sortige formalisierte Sprache Sf ist eine Menge von Zeichenreihen, die Ausdrücke 
genannt werden und in einer normierten Form sämtliche mit Hilfe eines vorgegebenen 
Systems von Grundbegriffen formulierbaren Aussageformen darstellen. Eine formali¬ 
sierte Sprache wird gegeben durch ihre Basis 38, das System der verwendeten Grund¬ 
begriffe. Exakt ist 38 ein Tripel (A, 3 r , c 3), wobei <A eine endliche Menge von Attri- 
butensymbolen, & eine endliche Menge von Operationssymbolen und ^ eine endliche 
Menge von Konstantensymbolen ist. (Zwei der drei Bestandteile einer Basis können 
auch leer sein.) Für die folgenden allgemeinen Betrachtungen ist eine normierte 
Schreibweise der Symbole zweckmäßig und zwar: 

Ai 1 -** zur Bezeichnung einer Anstelligen Relation zwischen Dingen der 
fcj-ten, ..., 4-ten Sorte (i 1} ..., i k € {1,..., n})\ 

F*' 1 -**' zur Bezeichnung einer Anstelligen Operation, wobei die ersten k 
oberen Indizes die Sorten der Argumentwerte angeben und der abgetrennte 
letzte Index die Sorte des Resultats angibt [i u ..., i k , j 6 {1,..., n )); 

zur Bezeichnung eines speziellen Dinges der j -ten Sorte (1 ^ j ^ n). 

In Analogie zu den Relationen, Operationen und Konstanten werden wir das System 
der oberen Indizes eines Grundsymbols als dessen Signatur bezeichnen. Der eventuell 
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auftretende untere Index dient zur Unterscheidung verschiedener Symbole der 
gleichen Signatur. 

Außer den in der Basis der Sprache aufgeführten Grundsymbolen der drei oben auf¬ 
geführten Arten, deren Anzahl und Signatur von Sprache zu Sprache verschieden 
sind, verwenden wir folgende weitere Grundzeichen zum Aufbau der Sprache 38(33): 

Für jede der insgesamt in den Signaturen der Basiselemente vorkommende 
Sortennummer j = 1,..., n abzahlbar viele Variablen 

xj, x},x|,... 

zur Bezeichnung von Dingen der j -ten Sorte (in konkreten Fällen benutzen wir 
spezielle Bezeichnungen, z. B. p; als Variablen für Punkte, g; als Variablen für Ge¬ 
raden, k i als Variablen für Kreise ...), 
ferner die Zeichen / 

=, -j, a, v, A, V, (,) und , (Komma) 

zur Bezeichnung der Identität, der fünf in Abschnitt 2.1. behandelten aussagen¬ 
logischen Funktionen, der Quantoren „Für alle“ bzw. „Es gibt ein“ sowie für orga¬ 
nisatorische Zwecke (Klammer auf, Klammer zu, Komma). 

Aus der Menge aller Zeichenreihen, die aus den genannten Grundzeichen gebildet 
werden können, sondern wir zunächst durch eine induktive Definition die Menge 
38~\38) aller Terme der Sorte j (bezüglich der Basis 33) aus, d. h. derjenigen Formeln, 
die später durch Objekte der j -ten Sorte interpretiert werden: 

(1) a) x{ liegt in ^~\33) für jede Sortennummer j = 1 , ..., n und i = 0, 1 , 2,..., 

c{ hegt in 3T\38) für alle c| der Basis 33, 

b) F* 1 -**'^,..., t & ) liegt in 38\33), falls 

zur Basis 38 gehört und t x in 3T ik (33) liegt für x = 1,..., k. 

n 

Mit 28(38) bezeichnen wir die Menge U $~i(33) aller Terme der betrachteten Sprache. 

j=i 

Nun definieren wir — wiederum induktiv — die Menge 38(38) aller Ausdrücke der 
durch 33 gegebenen Sprache: 

(2) a) tj = t 2 liegt in 38(33) für je zwei Terme t 1} t 2 der gleichen Sorte; 

A*i—*fc(tj,..., t*) liegt in 38(33), falls A| l -* fc zur Basis 33 gehört und für 
r = 1 , ...,k die Zeichenreihe t r ein Term der Sorte i r ist. 

b) Mit H liegt auch iH in 38(38), und mit H 2 liegen auch (Hj a H 2 ), 
(H x v H 2 ), (Hj -> H 2 ), (Hx H 2 ) in 38(33) ; hegt H(x|) in 38(33) und kommt 
die Variable x| in H(x|) vollfrei vor, d. h„ kommt x| in H(x|) an wenigstens 
einer Stelle vor und kommen die Kombinationen A x| und V x| in 
H(x|) nicht vor, so hegen auch A x|H(x|) und V x|H(x|) in 38(38). 

Die Ausdrücke der Formen tx = t 2 und Av- ifc (tx,t fc ) heißen prädikative Aus¬ 
drücke. Alle übrigen Ausdrücke der Sprache entstehen aus prädikativen Ausdrücken 
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durch aussagenlogische Verknüpfung und Quantifizierung. Die hier zunächst ge¬ 
wählte normierte Schreibweise der prädikativen Ausdrücke dient hauptsächlich 
dazu, Betrachtungen über beliebige formalisierte Sprachen in technisch bequemer 
Weise formulieren zu können. In konkreten Fällen wird man auch zum Aufbau for¬ 
malisierter Sprachen traditionelle oder signifikante Symbole benutzen, z. B. € für 
die Inzidenz, || für die Parallelität, ^ für die Kongruenz. Die prädikativen Ausdrücke 
haben dann die Gestalt p; 6 gy, g, || gy, p;Py ^ p*P/. Wir werden im folgenden häufig 
auch prädikative Ausdrücke unter Benutzung von Wörtern der deutschen Sprache 
bilden, z. B. p x , p 2 , p 3 kollinear, gi schneidet g 2 . Es ist dabei gleichgültig, ob man 
solche prädikativen Sprachbestandteile als nachträglich durch Vereinbarung ein¬ 
geführte Modifizierungen bzw. Abkürzungen einer formalisierten Sprache mit nor¬ 
mierten Symbolen auffaßt oder sich die allgemeine Definition der formalisierten 
Sprachen für den konkreten Fall so abgewandelt denkt, daß die tatsächlich benutzte 
Sprache selbst eine formalisierte Sprache im strengen Sinn ist. 


2.3. Interpretationen, Modelle, elementare und nichtelementare 
Theorien 

Unter einer Interpretation cd einer %-sortigen formalisierten Sprache Sf verstehen wir 
eine Abbüdung, die jeder in den Signaturen der Basissymbole vorkommenden Sorte 
/(I ^j^n) eine nichtleere Menge Mj = co(j), ferner jedem Basiselement eine Re¬ 
lation bzw. partielle Operation bzw. Konstante entsprechender Signatur im Bereich 
der Mengen Mj zuordnet. Dabei setzen wir voraus, daß die Mengen M u ..., M n 
paarweise disjunkt sind. In konkreten Fällen wird eine Interpretation meist gleich 
als Struktur, d. h. in der Form 

[M i, ..., Mjd (ü(Aj), ..., cd (Am), cü(Fj), ..., co(F p ), co(cO, ..., co(Cg)J 

angegeben. Eine solche Schreibweise ist natürlich nur dann zulässig, wenn aus dem Zu¬ 
sammenhang unmißverständlich hervorgeht, welche Variablensorte durch die Ele¬ 
mente welcher Menge, welches Attributensymbol durch welches Attribut usw. inter¬ 
pretiert werden soll. Durch eine Interpretation bekommen die zunächst bedeutungs¬ 
losen Ausdrücke einer formalisierten Sprache den Charakter von Aussageformen. 
Dieser Sachverhalt wird in den Anwendungen häufig dadurch verschleiert, daß man bei 
der Aufstellung einer formalisierten Sprache schon an eine ganz bestimmte Inter¬ 
pretation denkt. 

Unter einer Belegung bezüglich einer Interpretation cd verstehen wir eine Abbil¬ 
dung /, die jeder Variablen x| ein Element /(x|) aus co(j) zuordnet. Wir definieren nun 
induktiv zunächst den Wert, den ein Term t aus 3~{ß) eventuell bei der Belegung / 
bezüglich] der Interpretation cd annimmt, als dasjenige Ding Wert( t, co, /) aus einem 
der Grundbereiche Mj = o)(j), das die Zeichenreihe t bezeichnet, wenn man die 
darin vorkommenden Konstanten- und Operationssymbole gemäß co und die darin 
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vorkommenden Variablen gemäß / interpretiert: 

(1) a) Wert(x{, co, f) := /(xf); Wert( c|, co, /) := co(c|). 
b) ..., t*), co, /) 

:= co(F| l - ifc *>) (Wert(t 1} co, /),..., Wert{t k , co, /)), 

falls Wert(ti, co , /) für i = l,.,.,1c existiert und die (eventuell nur partielle) 
Operation co(F*»—**»/) an der betreffenden Stelle definiert ist. 


Kommen in t genau die verschiedenen Variablen x u ..., x n vor (deren Sorten und 
spezielle untere Indizes wir hier außer acht lassen), so hängt Wert{t, co, /) nur von den 
Werten der Belegung / für x lt ..., x n ab. Dies kann man leicht durch Induktion über 
die Kompliziertheit von t (d. h. entsprechend Definition 2.2. (1)) nachweisen. Bei 
der Interpretation co stellt dann t die durch 


CO (t) (#1, ..., X n ) I — 


{ Wert( t, co, /), falls dieser existiert, 
nicht definiert sonst 


beschriebene partielle Operation co(t) im Bereich der Mengen co(j) dar, wobei für / 
eine beliebige Belegung mit /(x t ) = x t (i — 1,..., n) zu nehmen ist. 


Wir definieren nun analog das einem Ausdruck H aus Sf{ß) bei der Interpretation 
co zugeordnete Attribut co(H), indem wir zunächst (induktiv entsprechend Definition 
2.2.(2)) den Wahrheitswert Wert( H, co, /) definieren, den co(H) bei der durch die Bele¬ 
gung / beschriebenen Einsetzung von Dingen für die Variablen von H a nnimm t: 


( 2 ) 


a) Wert {= t 2 , co, /) 


W, falls Wert{t u co, /), Wert( t 2 , co, /) existieren 
und gleich sind, 

F in allen anderen Fällen; 


Wert( A^-^tj,..., t Ä ), co, /) 


W, falls für i — 1, ,,.,k die Werte 
Xi = Wert(ti, co, /) existieren und 
(«4, •••> x k) € co(A*. l - £fc ), 


jF in allen anderen Fällen. 


b) Ist schon Wert( Hj, co, /) (und TFerf(H 2 , co, /)) definiert, so erhält man 
Wert(- 1 H„ O), /), PTcrt((H, a H 2 ), co, f), Wert(( H, v H 2 ), o>, /), Wert(( H, 
H 2 )) w, /J und H 2 ), co, f'j durch Anwendung der jeweiligen 

Booleschen Funktion (vgl. deren Wertetabellen in Abschnitt 2.1) auf 
Wert( H*, co, /) (und Wert{H. 2 , co, /)), d. h. zum Beispiel Wert(i Hj, co, /) = W 
genau dann, wenn Wert( Hj, co, /) = F usw. Es sei Wert{K{xV), co,/) bereits 
für alle Belegungen / definiert. Ist / eine Belegung und y 6 co(j), so sei 



die durch 


/(x), faUs x 4 = x|, 
y, falls x = x| 
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definierte Belegung. Dann sei 
Wert (A x' ä H(xt), m,f) = W 
genau dann, wenn 


Wert! H(x|),/ 





= W für alle y 6 co(j), 


Wert(V x|H(x|), co,f) = W 


genau dann, wenn 


TFer^H(xf), cd, f 


\ 



= If für wenigstens ein y £ <*>(/). 


Enthält ein Ausdruck H einen Teilausdruck der Form A xH'(x) oder V xH'(x), 
so heißt H'(x) der Wirkungsbereich der davorstehenden Quantifizierung A x bzw. 
V x. Zu jedem Vorkommen einer Quantifizierung A x oder V x in einem Ausdruck 
gehört — wie man zeigen kann — ein eindeutig bestimmter Wirkungsbereich. Kommt 
eine Variable x in H an wenigstens einer Stelle vor, so daß unmittelbar davor weder 
A noch V steht, und liegt diese Stelle auch nicht im Wirkungsbereich einer Quanti¬ 
fizierung A x oder V x, so sagen wir, daß x in H an dieser Stelle frei vorkommt. Ist H 
ein Ausdruck, in dem genau die Variablen x lt ..., x„ frei Vorkommen, so hängt — wie 
man leicht zeigt — Wert(H, cd, /) nur von /(xj),..., /(x n ) ab, so daß in diesem Fall 
a>(H) ein n-stelliges Attribut ist. N 

Kommt x in H vollfrei vor, so kommt x in H erst recht frei vor. Das Beispiel 
(A xA(x) aB(x)| zeigt, daß die Umkehrung hiervon nicht allgemein richtig ist: Im 
betrachteten Fall kommt x innerhalb B(x) frei vor, ist jedoch insgesamt nicht vollfrei. 
Durch geeignete Umbenennungen der gebundenen Variablen (an der Stelle A x 
bzw. V x ihrer Quantifizierung und an allen Stellen im zugehörigen Wirkungsbereich), 
wodurch sich nach obiger Bemerkung das durch H dargestellte Attribut o>(H) nicht 
ändert, kann man immer erreichen, daß alle frei vorkommenden Variablen vollfrei 
Vorkommen. Zur Vereinfachung der Formulierungen nehmen wir im folgenden an, 
daß alle betrachteten Ausdrücke von dieser Art sind. Die Schreibweise H(x 1 ,..., x„) 
bedeutet dann, daß in H die Variablen x 1} ..., x w vollfrei und keine weiteren Variablen 
frei Vorkommen, so daß H(x l5 ..., x n ) bei jeder Interpretation cd ein w-stelliges Attri¬ 
but darstellt. 

Ein Ausdruck H einer Sprache £P = Sf(ß) heißt abgeschlossen, wenn in H keine 
Variablen frei Vorkommen. Die Menge aller abgeschlossenen Ausdrücke von wird 
mit bezeichnet. Ist H 6 Sf, so ist Wert( H, co) (:= Wert(R, cd, /)) unabhängig von /, 
d. h., H stellt eine Aussage über die durch die Interpretation cd gegebene Struktur 
dar. 

Eine Interpretation cd bzw. die durch sie gegebene Struktur heißt ein Modell für 
eine gegebene Menge & von abgeschlossenen Ausdrücken, wenn Wert( H, cd) = W 
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für alle HGf. Eine Menge SC von abgeschlossenen Ausdrücken heißt (elementar) 
widerspruchsfrei , wenn SC wenigstens ein Modell besitzt. 

Wir kommen nun zu der angekündigten Präzisierung des Begriffes „logische 
Schlußfolgerung“. Für SC g SC sei 

Fl(SC) {H: H € SC und Wert( H, a>) = W in allen Modellen a> von SC}, 

d. h., ein Ausdruck H liegt genau dann in der Folgerungsmenge Fl(SC), wenn H bei 
jeder Interpretation der in SC vorkommenden Grundbegriffe, bei der alle Voraus¬ 
setzungen aus SC zu wahren Aussagen werden, ebenfalls zu einer wahren Aussage 
wird. Für H 6 Fl(SC) sagen wir auch: H folgt (elementar) aus SC. Für die Operation Fl 
im Bereich der Mengen von abgeschlossenen Ausdrücken einer Sprache SC gilt u. a. 

(3) SC g Fl(SC), für alle SC Qp, 

wenn SC . g <&, so Fl(SC) g Fl(<&), für alle SC,<& g 
Fl[Fl(SC)) = Fl(SC) für alle SC 

Die Menge Fl(0) besteht aus allen denjenigen abgeschlossenen Ausdrücken, die ohne 
(inhaltliche) Voraussetzungen, d. h. allein auf Grund ihrer logischen Struktur gelten. 
Zu ihnen gehören insbesondere alle Ausdrücke, die auf Grund ihres aussagenlogischen 
Aufbaus stets wahr sind, aber z. B. auch Ausdrücke der Form (A xH(x) —>• V xH(x)J 
usw. 

Unter einem Axiomensystem verstehen wir eine endliche oder wenigstens durch 
gewisse Schemata beschreibbare unendliche Menge SC von abgeschlossenen Aus¬ 
drücken einer Sprache SC. Die Menge SC = Fl(SC) heißt die durch SC gegebene elementare 
Theorie. Zwei Axiomensysteme SC X , SC 2 definieren die gleiche elementare Theorie 
genau dann, wenn Fl(SC x ) = Fl(SC 2 )> Aus (3) erhält man leicht, daß das genau dann der 
Fall ist, wenn SC\ g Fl(SC 2 ) und SC 2 g Fl(SC x ). Dies präzisiert die in der Einleitung 
zu diesem Kapitel gemachten Bemerkungen über die relative Willkürlichkeit der 
Wahl von Axiomensystemen zur Erzeugung einer elementaren Theorie. 

Ein Axiomensystem SC heiße (elementar) kategorisch , wenn es bis auf Isomorphie 
nur ein einziges Modell besitzt, d. h., wenn je zwei seiner Modelle isomorph sind. In 
vielen Bereichen der Mathematik besteht das Ziel einer axiomatischen Begründung 
darin, eine bestimmte Struktur 3 (z. B. die natürlichen Zahlen, die reellen Zahlen, 
die euklidische Ebene) implizit durch Axiome zu charakterisieren, d. h. eine formali¬ 
sierte Sprache SC für 3 und ein Axiomensystem 36 in dieser Sprache so anzugeben, daß 
<3 bis auf Isomorphie das einzige Modell für SC ist, mithin Fl(SC) die Menge der in SC 
formulierbaren und in 3 gültigen Aussagen wird. Ein wesentliches Resultat der 
mathematischen Grundlagenforschung (Satz von Löwenheim-Skolem) besagt nun 
aber, daß eine elementare Theorie, die ein Modell mit wenigstens einem imendlichen 
Grundbereich besitzt, nicht kategorisch sein kann. Um zu axiomatischen Charakte¬ 
risierungen unendlicher Strukturen zu kommen, muß man daher den Bereich der zu¬ 
lässigen Interpretationen einer Sprache einschränken. Dadurch ändert sich der 
Begriff des Modells und der Begriff des Folgerns. 
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Ist SP eine Sprache und a eine beliebige nichtleere Klasse von Interpretationen von 
SP, die mit einer beliebigen Interpretation auch alle dazu isomorphen Interpretatio¬ 
nen enthält, so heißt das Paar {SP, a) eine nichtelementare Sprache. Eine Interpretation 
aus der Klasse a bezeichnen wir auch als eine ( bezüglich a) zulässige Interpretation von 
SP oder kurz als eine o-Interpretation von SP. Ist eine er- Interpretation von SP ein Modell 
des Axiomensystems A ü SP, so bezeichnen wir sie als ein a-Modell von A. In kon¬ 
kreten Beispielen wird eine Klasse a meist durch eine „Beschreibung“ der cr-Inter- 
pretationen angegeben werden. Eine solche Beschreibung werden wir häufig still¬ 
schweigend mit der Klasse der beschriebenen Interpretationen identifizieren und a 
daher auch als eine Interpretationseinschränkung oder Interpretationsvorschrift im SP 
bezeichnen. Bezüglich beliebiger Sprachen SP sei stets <r 0 die Klasse aller Interpretatio¬ 
nen von SP. Der Begriff der nichtelementaren Sprache {SP, <r 0 ) stimmt dann im wesent¬ 
lichen mit dem vorher behandelten Begriff der elementaren Sprache SP überein. 

Eür beliebige nichtelementare Sprachen {SP, a) und Mengen SP £ SP sei 

Fl a {SP) := {H: H 6 SP und Wert(SI, co) — W für alle a-Modelle co von SP). 

Die Operation Fl a im Bereich der Mengen von abgeschlossenen Ausdrücken der 
Sprache SP bezeichnen wir als a-Folgern in der Sprache SP bzw. als Folgern in der nicht¬ 
elementaren Sprache {SP,a). Offenbar ist das elementare Folgern Fl{= Fl a< >) ein 
Spezialfall des nichtelementaren Folgerns. Die für Fl formulierten Sätze (3) gelten 
jedoch für beliebiges Fl a ebenfalls. Sind {SP,aS) und {SP, cr 2 ) nichtelementare Sprachen 
mit der gleichen Ausdrucksmenge SP und erj g <r 2 (wir nennen dann oj eine Ver¬ 
schärfung von a 2 ), so gilt für beliebige SP £ SP stets Fl a *{SP) i also ins¬ 

besondere Fl{SP) g Fl°{SP) für beliebige a. 

Eine Interpretationsvorschrift a für eine Sprache SP heißt eine elementar charakteri¬ 
sierbare Klasse, wenn es eine Menge A^SP gibt, so daß a die Klasse aller Modelle von 
stf ist. Insbesondere heißt eine durch ein endliches Axiomensystems (also auch durch 
ein einzelnes Axiom, nämlich die Konjunktion der endlich vielen Axiome) elementar 
charakterisierbare Klasse eine elementare Klasse. 1 ) Ist a eine durch das Axiomen- 
system S elementar charakterisierbare Klasse von Interpretationen der Sprache SP, 
so ist offenbar Fl a {SP) — Fl{SP U A) für beliebige Mengen SP Q SP, d.h., in diesem Fall 
ist das nichtelementare Folgern prinzipiell entbehrlich. Zum Beispiel ist schon das 
elementare Folgern eigentlich nichtelementar wegen der Vereinbarung, daß das 
Zeichen = nicht durch beliebige zweistellige Relationen, sondern nur durch die Identi¬ 
tät interpretiert werden darf. Diese Interpretationsvorschrift ist „unwesentlich“, da 
man zu jeder Sprache SP ein System J{SP) von identitätstheoretischen Axiomen an¬ 
geben kann, so daß für alle SP g SP die Menge Fl{SP) mit der Menge Fl' (SP\J^P {SP)} über¬ 
einstimmt, wobei FV dasjenige Folgern bezeichnet, bei dem auch das Zeichen 
„==“ durch eine beliebige zweistellige Relation interpretiert werden kann. 

x ) Siehe hierzu A. Tarski, Some notions and methods on the borderline of algebra and meta- 
mathematics, Proeeedings of the internat. congress of mathematicians 1950, Vol. I, p. 705—720, 
sowie J. L. Bell and A. B. Slomson, Models and Ultraproducts, North Holland Publ. Comp. 
1969. 
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Ein Tripel (Sf, d, F), wobei (Sf, a) eine nichtelementare Sprache und 3C ü Sf ein 
Axiomensystem ist, definiert die nichtelementare Theorie ZF = Fl a (F). Dabei heißt das 
Axiomensystem SZ a-kategorisch, wenn SC bis auf Isomorphie nur ein einziges cr-Modell 
besitzt. 

Beispiele. 

1. Kommen in einer Sprache Z? neben Variablen Xj Variable M t - und prädikative 
Ausdrücke der Form x f 6 M t - vor, so ist damit stillschweigend folgende Interpretations¬ 
vorschrift a x verbunden: 

Als Grundbereich für die Dinge der Sorte M* ist bei einer beliebigen o* -Interpretation 
von ZF die Potenzmenge des Grundbereichs der Dinge der Sorte x t - zu nehmen und € ist 
durch die Elementrelation der in der Metatheorie benutzten Mengenlehre zu interpre¬ 
tieren. 

Das klassische Beispiel einer o , 1 -kategorischen Theorie ist die axiomatische Charak¬ 
terisierung der natürlichen Zahlen nach Peano : 

Zur Formalisierung benötigen wir Variable n,- für natürliche Zahlen und Variable M t - 
für Mengen von natürlichen Zahlen, das zweistellige Prädikatensymbol 6, ein ein¬ 
stelliges Operationssymbol ' für die Nachfolgeoperation und eine Konstante o für 
eine spezielle natürliche Zahl, d. h. die Basis Sd — ({€}, {'}, {o}). In der Sprache Zf{ß) 
lauten dann die Axiome Peanos: 

A n x V n 2 — n 2 , *) 

A n 2 A n 2 (n£ = n' z -> n x — n 2 ), 

*i V nj % = o, 

A Mj((o € Mj a A n^ni 6 M x -> n x € M x )) -> An 2 n 2 € M x ). 

Der Kategorizitätsbeweis wird geführt, indem man unter wesentlicher Benutzung 
des letzten (Induktions-)Axioms und der nichtelementaren Interpretation des darin 
vorkommenden 6-Symbols induktiv einen Isomorphismus zwischen zwei beliebigen 
Modellen konstruiert. 

2. Treten im folgenden in einer formalisierten Sprache neben Variablen x,- (y f , p t -,...) 
Variable Xj(Y;, P { ,...) und prädikative Ausdrücke der Form € X Ar (y i 6 Y k , p t - € P*,...) 
auf, so ist damit stillschweigend folgende Vorschrift verbunden (die betreffende 
Sprache ist also als nichtelementar aufzufassen): 

Die mit X* bezeichneten Dinge sind endliche Mengen von Dingen der Sorte x iy und 6 
ist durch die Elementrelation zu interpretieren. 

Das zu dieser Vorschrift gehörige nichtelementare Folgern bezeichnet man als 
schwache Logik zweiter Stufe. 

1 ) Dieses Axiom entfällt bei sonst üblichen Formalisierungen, da dort in der Regel keine Inter¬ 
pretation von Operationssymbolen durch partielle Operationen zugelassen wird. 
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3. Treten im folgenden in einer formalisierten Sprache neben Variablen x* Variable 
<Pi und Terme der Form <Pi(x k ) auf, so ist damit stillschweigend folgende Vorschrift 
verbunden: 

Die <pi sind als eindeutige Abbildungen der Menge M der Dinge der Sorte x* in sich zu . 
interpretieren, <pi(x k ) ist als zweistelliges Operationssymbol mit den Argumenten <pi und 
X k aufzufassen und durch diejenige Operation F zu interpretieren, die durch F(f, y) 
:= f(y) beschrieben wird, so daß der Term <pi(x k ) insgesamt die übliche Bedeutung hat. 

Eine Klasse etwas komplizierterer Beispiele nichtelementarer Sprachen wird aus¬ 
führlich in Abschnitt 8.4. behandelt. 

Die Definition des elementaren bzw. cr-Folgerns liefert unmittelbar eine Methode 
für den Nachweis, daß ein gewisser Ausdruck H 6 SC nicht aus einer Menge SC g SC 
(o 1 -) folgt: Man gebe ein (<r-) Modell für SC an, in dem H nicht gilt. Existiert ein solches 
Modell, so heißt H unabhängig von SC. Zum Beispiel wurde die Unabhängigkeit des 
sogenannten Parallelenaxioms von den übrigen Voraussetzungen der euklidischen 
Geometrie durch Angabe einer Interpretation der Grundbegriffe der euklidischen 
Geometrie geführt, bei der das Parallelenaxiom falsch wird, aber alle übrigen Axiome 
gelten. (Dieser historisch erste Unabhängigkeitsbeweis hat wesentlich zur Klärung 
des Wesens der axiomatischen Methode beigetragen.) Leider liefert die Definition 
des (ff-) Folgerns keinerlei Anhaltspunkte dafür, wie im konkreten Fall stichhaltige 
Folgerungen zu führen sind. Rückgang auf die Definition würde ja bedeuten, sämt¬ 
liche (ff-) Modelle des untersuchten Axiomensystems daraufhin zu prüfen, ob die 
Behauptung in ihnen gilt. Meist hat man jedoch keinen Überblick über sämtliche 
Modelle eines Axiomensystems. In der mathematischen Logik wird gezeigt, daß sich 
das elementare Folgern gleichwertig durch ein formales (d. h. mit den Ausdrücken 
ohne Bezug auf deren mögliche Bedeutung operierendes) „Beweisen“ mittels logischer 
Axiome und endlich vieler Ableitungsregeln ersetzen läßt. Als Beispiel einer solchen 
Schlußregel (deren Begründung sich aus dem Wertverlauf der Implikation ergibt) 
sei genannt: 

Sind Hi, H 2 6 SC und (Hx—^H 2 ) sowie Hx aus SC <=k SC ableitbar, so ist auch H 2 aus SC 
ableitbar {Abtrennungsregel bzw. „modus ponens <( ). 

Für nichtelementare Arten des Folgerns existiert jedoch im allgemeinen ein solcher 
gleichwertiger „Beweiskalkül“ nachweisbar nicht. Wir werden uns im folgenden, wie 
allgemein üblich, auch beim elementaren Folgern nicht auf formale Schlußregeln 
stützen, sondern weiterhin „inhaltlich“ schließen. Der erfahrene Mathematiker be¬ 
geht dabei nur selten Fehler, und seine Sicherheit ist um so größer, je besser seine 
Einsicht in die in diesem Kapitel in aller Kürze skizzierten Zusammenhänge und je 
umfassender sein Überblick über mögliche Nichtstandardmodelle der untersuchten 
Theorie ist. 

Das Folgern verläuft im allgemeinen so, daß man sich zum Beweis von H 6 Fl ia) 
{SC) ein beliebiges (<r-) Modell © von SC vorstellt und zeigt, daß H in © gilt. Die Schwie¬ 
rigkeit besteht darin, bei diesem Beweis eben nur diejenigen Eigenschaften von © 
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zu benutzen, die ausdrücklich (durch a und 2£) vorausgesetzt sind. Die Unterschei¬ 
dung zwischen den Termen und Ausdrücken der benutzten Sprache einerseits und 
den durch sie bei einer beliebigen Interpretation eo und einer beliebigen Belegung / 
dargestellten Dingen bzw. Sachverhalten Wert(t, co, f) bzw. Wert(ß. y a>, f) andererseits 
wird dabei im folgenden dadurch zum Ausdruck gebracht werden, daß letztere mit 
den gleichen Symbolen wie t und H selbst, jedoch kursiv geschrieben werden. Wir 
werden also z. B. einen Beweis für die Aussage A x(H 1 (x) -> H 2 (x)) einer formali¬ 
sierten Theorie mit den Worten beginnen: Es sei x ein beliebiges Ding mit der Eigen¬ 
schaft H x (x). Die Beachtung oder Nichtbeachtung dieses typographischen Unter¬ 
schiedes sei dem Leser anheimgestellt. 


2.4. Abkürzungen in formalisierten Sprachen 

Zur Vereinfachung der Schreibweise von Ausdrücken formalisierter Sprachen be¬ 
nutzen wir im folgenden eine Reihe von Abkürzungsregeln. 

1. Die Außenklammern fertiger Ausdrücke werden weggelassen. Die zweistelligen 
Booleschen Funktoren •<->, v, a haben in der angegebenen Reihenfolge zu¬ 
nehmende Bindekraft. Es steht also z. B. 

Hx H 2 -> H 3 für (H, «■ (H 2 -ä. H 3 )), 

H 4 a H 2 -> H 3 v H 4 für ((H, a H,) -> (H 3 v H 4 )). 

Unter Berufung auf die Assoziativität der Alternative und der Konjunktion schrei¬ 
ben wir Hx v H 2 v ••• v H n bzw. H x a H 2 a ♦ a H„ statt (♦•♦(Hx v H 2 ) v H 3 ) v---v H„) 
bzw. (•••(Hx a H 2 ) a H 3 ) a ••• a H„) oder äquivalenter Umklammerungen. 

Bei der Formulierung von konkreten Axiomen und Sätzen in konkreten formali¬ 
sierten Sprachen lassen wir häufig äußere Generalisierungen fort. Es ist also z. B. 

Pi 4= P 2 V g(px auf g A p 2 auf g) 

als Abkürzung des abgeschlossenen Ausdrucks 

A px A p 2 (px 4= p 2 -► V g(px auf g A p 2 auf g)) 

zu verstehen, falls aus dem Zusammenhang hervorgeht, daß es sich um die Formu¬ 
lierung eines Axioms bzw. Satzes handelt. 

Zur bequemeren Formulierung der folgenden Vereinbarungen sehen wir von der 
eventuellen Mehrsortigkeit der betrachteten Sprachen ab, d. h., wir benutzen x*, jj,... 
sozusagen als „Variable für Variable“. Statt Xj A x 2 A A x n H(xj,..., x n ) schreiben 
wir kurz 

A Xj • • • x n H(xx,..., x w ), 

analog 

Vxj ••• x„H(xj, ...,x n ). 



32 


Teil I. Hilfsmittel 


Bei allgemeinen Erörterungen werden wir häufig 
A xH(x) statt A x x ••• x„H(x 1 ,..., x ffl ) 

bzw. 

V xH(x) statt V Xj x n H(x 1 ,.. x n ) 

schreiben. Ist es erforderlich, die in H vollfrei vorkommenden Variablen in zwei oder 
mehr Arten zu trennen, so schreiben wir H(x, y) und ähnlich, also z. B. A x V yH(x, y). 
Ist x zunächst ohne Angabe der Anzahl und Sorte seiner Komponenten benutzt 
worden, so bedeutet im weiteren x* die i-te Komponente von x und %(x) die Anzahl 
der Komponenten von x. Es ist also stets x = x 1 ... x w(x) . 

Während die bisherigen Vereinbarungen einen mehr technischen Charakter hatten, 
kommt den folgenden Ausführungen, obwohl auch sie — formal betrachtet von 
Abkürzungen handeln, grundsätzliche Bedeutung zu. 

2. Unter wesentlicher Benutzung der Identität werden in elementaren Sprachen 
einige Wendungen formulierbar, deren logischer Charakter den beiden Quantoren 
ähnlich ist. Da sie häufig Vorkommen, führen wir gleichzeitig mit ihrer Besprechung 
abkürzende Symbole für sie ein: 

Es gibt wenigstens n verschiedene Dinge mit der Eigenschaft H: 

V w xH(x) V x l ••• x b (H(x x ) a a H(x n ) 

A Xj =)= X 2 A ••• A X x 4= X„ A A X n _j ={= X n J. 

(Dabei ist =f= natürlich kein zusätzliches Relationssymbol, sondern x } * 4= steht 
für n x { = Xj). 

Es gibt genau n verschiedene Dinge mit der Eigenschaft H: 

V„!! xH(x) V M xH(x) a n V n+1 xH(x). 

Spezialfall: V!! xH(x) V xH(x) mV 2 xH(x). 

Sind x, y Variablentupel gleicher Länge, so bedeutet 

x = y :«* x 1 — y 1 a ••• a x w(x) = y n(y) 

tmd 

x 4 = y :«» i x = y. 

In Verallgemeinerung der oben definierten Quantoren V n x, V„!! x definieren wir: 

V„ xH(x) Vx x ••• V x n (H(x 1 ) a ••• a H(x„) 

A Xi 4= X 2 A ••• A X x 4= X„ A ••• A X w _ x 4= X„), 

V n !! xH(x) :«» V n xH(x) a n V w+1 xH(x), 
insbesondere gilt: 

V!! xH(x) V xH(x) a i V 2 xH(x). 
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2.5. Definitionen in formalisierten Sprachen 

Die Sätze inhaltlicher (d. h. nicht formalisierter) geometrischer Theorien, wie zum 
Beispiel der ebenen affinen, projektiven oder euklidischen Geometrie, handeln von 
einer so großen Zahl von Objektarten (z. B. Punkte, Geraden, Kreise, Strecken, 
Strahlen, Winkel, Dreiecke, Halbebenen, ...) und Relationen bzw. Operationen im 
Bereich dieser Objektarten (z. B. Inzidenz, Anordnung, Kongruenz, Parallelität, 
Schneiden; Lot, Schnittpunkt, Mittelpunkt, Parallele, ...), daß man zu sehr unüber¬ 
sichtlichen formalisierten Theorien mit sehr vielen Axiomen kommt, wenn man alle 
diese Begriffe von Anfang an in die Formalisierung einbeziehen will. Außerdem 
lassen sich zu jeder Liste von elementargeometrischen Begriffen sicher weitere Be¬ 
griffe angeben, die ebenfalls Gegenstand der Geometrie sind und noch nicht berück¬ 
sichtigt wurden. Der übliche Weg in solchen Fällen besteht darin, von wenigen 
Grundbegriffen auszugehen und alle übrigen interessierenden Begriffe nach und nach 
durch Definitionen einzuführen, wobei die angestrebten Sätze über diese Begriffe 
unter Benutzung der Definitionen und der Axiome über die Grundbegriffe bewiesen 
werden. Die mit der definitorischen Erweiterung von formalisierten Sprachen zu¬ 
sammenhängenden Grundlagenfragen sind bisher vorwiegend für den Spezialfall der 
Definition von Relationen (zum Teil auch von Konstanten und vollen Operationen) 
in einsortigen elementaren Sprachen untersucht worden. Da dies einerseits für die 
Belange der Geometrie und insbesondere für die Belange dieses Buches viel zu 
speziell ist, andererseits die meisten Schwierigkeiten einer allgemeineren Behandlung 
formalisierter Definitionen durch die hier ausreichende rein semantische Betrach¬ 
tungsweise' vermieden werden können, stellen wir im folgenden eine neue, sehr all¬ 
gemeine Definition des Begriffs definitorische Spracherweiterung zur Diskussion. 
Diese Definition (die sich möglicherweise bei weiteren Untersuchungen als zu all¬ 
gemein erweisen kann) umfaßt alle bisher behandelten Spezialfälle und auch alle in 
diesem Buch benötigten Fälle. Die letzten werden anschließend ausführlich be¬ 
handelt. 

Sind (SA X , oi) und (SA 2 ,<r 2 ) nichtelementare Sprachen, so heißt (SA 2 , a 2 ) eine Erweite¬ 
rung von (SA 1 , 01 ), wenn SA X ^ SA 2 nnd die Einschränkung einer beliebigen ^-Inter¬ 
pretation o)' von SA 2 auf S? 1 eine <ri-Interpretation co dieser Sprache ist. Dabei heißt SA 2 
eine Erweiterung erster bzw. zweiter Art von SA Xi je nachdem, ob in SA 2 nur mehr Rela- 
tions- bzw. Operations- bzw. Konstantensymbole oder auch mehr Variablensorten 
als in SA X Vorkommen. 

Eine Erweiterung (erster bzw. zweiter Art) (SA 2 , <r 2 ) einer Sprache (SA X , <y x ) heißt 
eine definitorische Erweiterung erster bzw. zweiter Art von (SA X , a x ), wenn gilt: 

a) c 2 ist eine solche Verschärfung von <j x in bezug auf die in SA % zusätzlich vorkom¬ 
menden Sprachbestandteile, daß sich jede c x -Interpretation co von SA x in eindeutiger 
Weise zu einer (^-Interpretation co' von SA 2 fortsetzen läßt. 

b) Es gibt eine Rückübersetzung der abgeschlossenen Ausdrücke der Sprache SA 2 
in die Sprache SA X , d. h. eine Abbildung / von SA 2 in SA\ mit /(H) = H für alle 
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H^! und 

Wert{ H, ö/) = Wert(f{ H), co') (= Wert(f(R) } m)) 

für jede <r 2 -Interpretation cd' von S? 2 und jeden abgeschlossenen Ausdruck H £ i^ 2 . 
(Gleichwertig ist Wert (H /(H), co') = 1F für jeden abgeschlossenen Ausdruck 
H 6 ^2 und jede (^-Interpretation cd' von 2 .) 

Die Forderung a) bedeutet etwa: Eine Definition besteht im Übergang zu einer 
erweiterten Sprache unter gleichzeitiger Angabe einer Interpretationsvorschrift für 
die definitorisch eingeführten Sprachbestandteile, so daß deren Bedeutung bei einer 
beliebigen o t -Interpretation der ursprünglichen Sprache eindeutig mitfixiert ist. Die 
Forderung b) bedeutet etwa: Eine definitorische Spracherweiterung muß in dem Sinne 
prinzipiell entbehrlich sein, daß man zu jedem abgeschlossenen Ausdruck der er¬ 
weiterten Sprache einen „gleichbedeutenden“ abgeschlossenen Ausdruck der ursprün- 
lichen Sprache angeben kann. Aus b) folgt insbesondere, daß für jedes Axiomen- 
system Q der erweiterten Sprache (speziell für jedes Q ) die Menge Fl ai {f(2£)} 

der Folgerungen, die man in S?\ aus den Rückübersetzungen der Axiome ziehen kann, 
mit der Menge f[Fl°*($£)} der Rückübersetzungen aller Folgerungen übereinstimmt, 
die man in der erweiterten Sprache erhält. Die Forderung a) allein wäre zum Beispiel 
erfüllt, wenn man eine beliebige Sprache durch Variable n t - und prädikative Ausdrücke 
der Form <( n ; - erweitert und festlegt, daß die n t - durch natürliche Zahlen und 
durch die übliche Anordnung der natürlichen Zahlen interpretiert werden sollen. In 
diesem Fall wird aber die Forderung b) in der Regel nicht erfüllt sein, und eine solche 
Spracherweiterung wird man daher nicht als definitorisch ansehen. Es sei aber be¬ 
merkt, daß der durch b) zum Ausdruck gebrachte Aspekt der definitorischen Sprach- 
erweiterungen eigentlich erst bei metatheoretischen Untersuchungen (etwa Äqui¬ 
valenz von Theorien mit verschiedenen Grundbegriffen) eine Rolle spielt, während 
man beim effektiven Aufbau einer formalisierten Theorie aus einem Axiomensystem 
zunächst nur die Eigenschaft a) der Definitionen benutzt. Ob es im konkreten Fall 
gelingt, alle interessierenden Begriffe mit Hüfe des gewählten Systems von Grund¬ 
begriffen zu definieren, ist in ähnlicher Weise ein Kriterium für deren „Vollständig¬ 
keit“, wie die Folgerbarkeit aller Sätze der inhaltlich vorgegebenen Theorie ein 
Kriterium für die Vollständigkeit des gewählten Axiomensystems ist. 

Wie bereits in Abschnitt 2.3. bemerkt wurde, kann eine Interpretationsvorschrift 
in manchen Fällen durch ein Axiomensystem ersetzt, d. h. eine nichtelementare 
Theorie auf eine elementare Theorie zurückgeführt werden. In allen im folgenden 
explizit behandelten Fällen definitorischer Spracherweiterung kann die primär mit 
den eingeführten Sprachbestandteilen verbundene Interpretationsvorschrift durch 
sogenannte Einführungsaxiome für diese Sprachbestandteile ersetzt werden. Die suk¬ 
zessive Anreicherung der Sprache unter gleichzeitiger Verstärkung des ursprüng¬ 
lichen Axiomensystems durch die Einführungsaxiome für die jeweils definierten 
Begriffe liefert dann als Endresultat gerade das zu Beginn dieses Abschnitts skizzierte 
„Ungetüm“ einer formalisierten Theorie mit sehr vielen Grundbegriffen und sehr 
vielen Axiomen. 
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Definition von Relationen 

Wir haben bereits festgestellt, daß ein Ausdruck H(xj, x n ) einer formalisierten 
Sprache S?, in dem genau die Variablen Xj,x n (voll)frei Vorkommen, bei jeder 
Interpretation co der Sprache Sf den Charakter einer Aussageform bekommt, d. h. 
eine wohlbestimmte w-stellige Relation o>(H) darstellt. Durch Definitionen nach dem 
Schema 

(1) R(xj,..., x„) H(xj,..., x„) 

wird im folgenden zum Ausdruck gebracht, daß die betrachtete Sprache durch das 
»-stellige Attributensymbol R (d. h. prädikative Ausdrücke der Form R(Xj, ..., x„)) 
erweitert und gleichzeitig die bisherige Interpretationsvorschrift (eventuell <r 0 ) da¬ 
durch ergänzt wird, daß R durch die Relation co(H) interpretiert werden soll. Eine 
Rückübersetzung (d. h. Elimination des neuen Sprachbestandteils R) ist bei dieser 
Art von Definitionen nicht nur für abgeschlossene, sondern sogar für beliebige Aus¬ 
drücke möglich. Man hat nur jeden Teilausdruck der FormR(x ti ,..., x in ) durch den 
gleichbedeutenden Ausdruck H(x ti ,..., x in ) zu ersetzen, wobei allerdings eventuell 
eine Umbenennung der in H vorkommenden gebundenen Variablen nötig ist. Die 
Interpretationsvorschrift für das definitorisch eingeführte Symbol R kann offenbar 
gleichwertig durch das Einführungsaxiom 

(2) A x a — x„(R(x 1 ,..., x n ) H(x„ ..., x„)) 

für R ersetzt werden. Güt umgekehrt in einer formalisierten Theorie für eine der be¬ 
betrachteten Grundrelationen R ein Satz der Form (2), wobei R nicht in H vorkommt, 
so ist R offenbar als Grundbegriff der Theorie entbehrlich. 

Beispiele. Im folgenden bezeichne j stets die Grundsprache der ebenen Inzidenz¬ 
geometrie mit Punktvariablen p i} Geradenvariablen g t - und prädikativen Ausdrücken 
der drei Formen p* = p,-, g { = g j} p» € g,-. Wir definieren: 

(3) Pi, p 2 , Ps kollinear V g(p x € g a p 2 6 g a p 3 € g); 

(4) p 1} p 2 , p 3 nicht kollinear n p x , p 2 , p 3 kollinear; 

(5) gi li g 2 i V p(p € gi a p € g 2 ); 

gi | g 2 gi II g 2 v g! = g 2 (gelesen: g x parallel oder gleich g 2 ). 

(3) ist ein typischer Fall einer zu Abkürzungszwecken eingeführten Definition; (4) 
zeigt, wie man durch hinreichend viele Definitionen auch in formalisierten Sprachen 
so etwas wie „sprachliche Glätte“ erreichen kann; (5) wirft das Problem der „richtigen 
Definition“ auf: Natürlich ist es sinnlos zu fragen, ob eine formal korrekte Definition 
nach dem Schema (1) richtig oder falsch ist. Häufig sucht man jedoch für einen in¬ 
haltlich bereits vorliegenden Begriff eine Definition mittels einer vorgegebenen 
formalisierten Grundsprache. In diesem Fall besteht die Gefahr, daß der formal 
definierte Begriff sich nicht genau mit demjenigen deckt, den man definieren wollte 
bzw. der üblicherweise mit der gewählten Bezeichnung versehen wird. (5) ist eine 
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„richtige“ Definition der Parallelität in der ebenen Geometrie, deckt sich aber z. B. 
nicht mit dem inhaltlichen Parallelitätsbegriff in der räumlichen Geometrie. (Hier 
müßte man etwa definieren: 

gi II &2 V e(gj c: e a g 2 <= e) a n V p(p 6 gi a p € g 2 ), 

wobei e eine Variable für Ebenen ist und „c:“ das Liegen einer Geraden in einer 
Ebene bezeichnet.) 

Oft braucht man eine Schar von ähnlich definierten Relationen, die sich im wesent¬ 
lichen nur durch die Stellenzahl unterscheiden, z. B. 

x l3 x 2 , x 3 paarweise verschieden :«» =j= x 2 a x t 4 =x 3 ax 2 4= x 3 ; 

Xj, x 2 , x 3 , x 4 paarweise verschieden x x =j= x 2 a x x 4= x 3 A x i =4 x 4 

A X 2 =j= X 3 A X 2 =1= X 4 A x 3 4= x 4 ; 

♦ • ♦ 

In solchen Fällen faßt man, soweit es ohne Mißverständnisse möglich ist, unendlich 
viele Einzeldefinitionen zu einem Schema zusammen, z. B. 

x 4 ,. .., x n paarweise verschieden x 4 4= x 2 A *•* A x i =t= a x 2 4= x 3 

A ••• A X 2 4= X n A ••• A X n _! =j= X n J 

Po p» kollinear V g(pj € g a — a p n € g); 
gi, • ••> g1» koinzident V p(p € gi a a p 6 g„); 

Pi,..., p„ in allgemeiner Lage 

Po P2» P3 nicht kollinear a ••• 
a. p 4 , p 2 , p n nicht kollinear 
A pu p 3 , p 4 nicht kollinear a 
A Po P3> P» nicht kollinear a ••• 

A p n _ 2 , p„_u p n nicht kollinear. 

Analog definiert man „gu*»->g n in allgemeiner Lage“, indem man Kollinearität 
durch Koinzidenz ersetzt. In allen solchen Fällen kann man das Schema durch eine 
induktive Definition ersetzen. 

Beispiel. 

x l5 x 2 , x 3 paarweise verschieden Xj 4= x 2 A x i 4= x 3 A x 2 4= x 3 5 
Xu •••, x n+i paarweise verschieden 

Xu . •., x„ paarweise verschieden 
a x 2 ,..., x n+1 paarweise verschieden a x 3 4= x n+o 
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Definition von (partiellen) Operationen und Konstanten 

Unter einer bedingten eindeutigen Existenzaussage (kurz BEE) verstehen wir einen 
abgeschlossenen Ausdruck der Form 

(6) Ai(H 1 (i)->V!!yH,(i,y)) 

(dabei müssen nicht notwendig alle Variablen x in H^x) bzw. in H 2 (x, y) Vorkommen, 
jedoch müssen alle Variablen x in wenigstens einem dieser beiden Teilausdrücke voll¬ 
frei Vorkommen). Unter einer unbedingten eindeutigen Existenzaussage (kurz UEE) 
verstehen wir einen abgeschlossenen Ausdruck der Form 

(7) Ax V!!yH 2 (x, y). 

Da jeder Ausdruck der Form (7) dem Ausdruck A x(x = x —> V!! yH 2 (x, y)) dev Form 
(6) logisch gleichwertig ist, wollen wir die UEE als Spezialfälle von BEE ansehen, 
obwohl sie es als Zeichenreihen natürlich nicht sind. Mit ähnlicher Motivierung be¬ 
trachten wir absolute eindeutige Existenzaussagen (kurz AEE), d. h. abgeschlossene 
Ausdrücke der Form 

(8) VüyH(y) 

als Spezialfälle (w(x) = 0) der UEE und damit der BEE. 

Gilt in einer in der Sprache (Sf, a) formulierten Theorie«^ die BEE (6), so kann man 
in jedem Modell von 3T diejenige partielle Operation F betrachten, die für alle x mit 
H x (x) definiert ist und jedem solchen %(x)-Tupel dasjenige y zuordnet, für welches 
H 2 (x, y) gilt. Durch Definitionen nach dem Schema 

(9) F(x) := tyH 2 (x, y), falls Hj(x) 

(gelesen: dasjenige y, für welches H 2 (x, y) gilt), 

die durch die Gültigkeit von (6) in der betrachteten Theorie gerechtfertigt sein müssen, 
bzw. nach dem Schema 

F(x) := iyH 2 (x, y), 

die durch die Gültigkeit von (7) gerechtfertigt sein müssen, bringen wir im folgenden 
zum Ausdruck, daß die benutzte Sprache SF durch das in Sf noch nicht vorkommende 
Operationssymbol F erweitert 1 ) und gleichzeitig die bestehende Interpretationsvor¬ 
schrift a wie folgt ergänzt wird: 

(10) F ist durch die oben beschriebene partielle Operation F zu interpretieren. 

Ein gewisser Widerspruch zwischen dieser Definitionsmethode und dem oben ein¬ 
geführten allgemeinen Definitionsbegriff besteht darin, daß hier zunächst nicht jede 
^-Interpretation cd von Sf eindeutig zu einer Interpretation von F fortgesetzt werden 

x ) Bei allgemeinen Betrachtungen werden wir die nach (9) definierte Operation immer mit 
Fh„h 2 bezeichnen. 
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kann, sondern dies nur für solche co möglich ist, die (6) wahr machen. Das kann man 
am einfachsten dadurch beheben, daß man noch zusätzlich festlegt: 

(11) Falls (6) bei der betreffenden Interpretation <o nicht gilt, ist F durch die nirgends 
definierte Operation zu interpretieren. 

Die Klasse aller ^-Interpretationen, die (10) bzw. (11) erfüllen, bezeichnen wir als a' 
und erhalten somit als Ergebnis der definitorischen Erweiterung die nichtelementare 
Sprache (6^', cf'), wobei die Basis von SF' die um das Operationssymbol F erweiterte 
Basis von SF ist. (10) und (11) können offenbar durch das Einführungsaxiom 

(12) A xy(F(x) = y^HAH,(x)A H*(x, y)) 

für F ersetzt werden, wobei H die BEE (6) bezeichnet. Betrachtet man nun eine 
Theorie^ 7 ', in der Hgilt, so kann dasKonjunktionsglied H in (12) weggelassen werden, 
und nur in solchen Fällen werden wir (9) anwenden. Für Interpretationen der Sprache, 
(Sf, a ), bei denen H falsch ist, folgt hingegen aus (12) sofort, daß es kein x, y mit 
F(x) = y gibt. 

Gilt in einer Theorie^”für einen der Operations-Grundbegriffe F eine Aussage der 
Form 

A xy(F(x) = y <-> H(x, y)), 

wobei F im Ausdruck H(x, y) nicht vorkommt, so gilt in 2T auch die BEE 
A x(VyH(x, y) V!! yH(x, y)), 

und die auf Grund dieser BEE definierbare Operation stimmt offenbar mit F über¬ 
ein, d. h., F ist als Grundbegriff entbehrlich. 

Beispiel. Wir legen wieder die Sprache der ebenen Inzidenzgeometrie zugrunde. 
In der ebenen affinen bzw. auch projektiven Geometrie gilt die in dieser Sprache 
formulierbare BEE 

A PiP2(pi =4= p 2 -> V!! g(Pi € g a p 2 6 g)). 

Auf Grund dieser BEE kann man „die Gerade durch p 1 , p 2 “ als eine partielle Punkt 2 
—>■ Geraden-Operation definitorisch einführen, für die wir, abweichend vom üblichen 
Gebrauch, aus später zu erläuternden Gründen das Operationssymbol L wählen: 

L(Pi, P2) *•= *g(Pi € g a p 2 6 g), falls p x 4= p 2 - 

Wir behaupten nun, daß (wie bei den definitorisch eingeführten Attributensym- 
bolen) nicht nur jeder abgeschlossene sondern jeder Ausdruck H der erweiterten 
Sprache (£?', a') in einen gleichbedeutenden Ausdruck [H] der ursprünglichen Sprache 
{£?, o) zurückübersetzt werden kann, so daß gilt: 

(13) [H] enthält die gleichen ( völl)freien Variablen wie H. (Insbesondere ist also 
[H] genau dann abgeschlossen, wenn H abgeschlossen ist). 
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(14) Für jede a' -Interpretation co von Sf', bei der die der Definition von F zugrunde 
liegende BEE (6) wahr wird, und für jede Belegung f bezüglich co gilt 
Wert(\K\, co, /) = Wert(ü, a>, /), d. h., [H] und H stellen die gleiche Relation 
und im Fall der Abgeschlossenheit gleichwertige Aussagen dar. 

Wir lösen das Eliminationsproblem für F, indem wir zu jedem Ausdruck H 6 SA', 
der F wenigstens einmal enthält, einen Ausdruck [H] angeben, der (13) und (14) er¬ 
füllt und in dem F wenigstens einmal weniger vorkommt als in H. Nach endlich vielen 
Schritten erhält man dann offenbar einen solchen Ausdruck [H], in dem F nicht mehjr 
vorkommt. Zur Konstruktion von [H] zu gegebenem H fixieren wir in H einen be¬ 
stimmten innersten Term der Form F(t 1? ..., t n ), d. h. einen derartigen in H als Teil¬ 
zeichenreihe enthaltenen Term, bei dem in t x ,..., t„ das Operationssymbol F nicht 
mehr vorkommt. In H ist das fixierte Vorkommen in einem bestimmten prädikativen 
Teilausdruck H* enthalten. Mit H** bezeichnen wir einen Ausdruck, der aus H* ent¬ 
steht, wenn man den fixierten Term F(t,,..., t n ) durch eine Variable y entsprechen¬ 
der Sorte ersetzt, die in H nicht vorkommt. Dann erhält man [H], indem man in H 
den fixierten prädikativen Teilausdruck H* durch den Ausdruck 

Hj(tj,..., t„) a V y(H 2 (t 1 ,..., t n ,y) a H**) 

ersetzt. 

Es sei bemerkt, daß die Bedeutung des aus einem Ausdruck H gewonnenen F-freien 
Ausdrucks [H] davon abhängig ist, welche Sprachbestandteile als prädikativ an¬ 
gesehen werden. Zum Beispiel gilt: 

[n p 3 6 L(pj, p 2 )] = -i (Pi 4= p 2 a V g(pi 6gAp 2 €gAp 3 € g)), 

d.h. 

"l p 3 € L(pi, p 2 ) Pi — p 2 v pj, p 2 , p 3 nicht kollinear; 

verwenden wir jedoch neben 6 auch (f als Grundbegriff, so ist p 3 <f L(pj, p 2 ) ein prädi¬ 
kativer Ausdruck, und es gilt: 

[p 3 $ L(p!, p 2 )] = P!+ P2 aV g(p x € g a p 2 € g a p 3 $ g), 

d. h. 

P 3 $L(Pi> P 2 ) Pi =4= p 2 A pi, p 2 , p 3 nicht kollinear. 

Tatäschlich ist der Sprachgebrauch in der Mathematik in allen Fällen, in denen par¬ 
tielle Operationen auftreten (und das betrifft nicht nur definitorisch eingeführte!), 
nicht einheitlich. 1 ) Zu unserem Beispiel werden gewiß einige Geometer die Ansicht 
vertreten, daß die Aussageform „p 3 liegt nicht auf der Geraden durch pj, p 2 “ ins¬ 
besondere dann wahr ist, wenn gar keine eindeutig bestimmte Gerade durch p t , p 2 
existiert (das entspricht der ersten Bedeutungsvariante), während andere meinen 
werden, daß man in diesem Fall gar nicht von der Geraden durch p l5 p 2 sprechen 
darf, daß also die zitierte Redeweise die Voraussetzung pj =J= p 2 impliziert (das ent- 

a ) Vgl. G. Piokert, Projektive Ebenen, Springer-Verlag, Berlin—Göttingen—Heidelberg 
1955, S. 5. 
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spricht der zweiten Bedeutungs Variante). Wir werden im folgenden die Bedeutung 
von Ausdrücken, in denen partielle Operationen auftreten, immer auf die effektiv 
hingeschriebene Formulierung beziehen, also z. B. und 4= als einheitliche Attri- 
butensymbole auffassenund, wenn anderes gemeint ist, ausdrücklich ip 3 6 L(p x , p 2 ) 
bzw. n gi = L(pi, p 2 ) nsw. schreiben. Analog gilt: 

i gi II L(Pi> P 2 ) ^ 1 (pj 4=p 2 a V g(pj € g a p 2 6 g a g x || g). 

Wollen wir aber zum Ausdruck bringen 

Pi 4= P 2 a V g(pi € g a p 2 € g a n gj || g), 

so führen wir definitorisch ein neues Zeichen % für „nichtparallel“ ein und schreiben 

gi^L(Pi,p 2 ). 

Einige verbreitete Definitionsmethoden für (partielle) Operationen ordnen sich 
dem oben behandelten Definitionsprinzip als Spezialfälle unter: 

Definition durch Superposition 

Sind F t und F 2 Operationssymbole der betrachteten Sprache, wobei F 2 einstellig ist 
und die Argumentsorte von F 2 mit der Bildsorte von F t übereinstimmt, und kommt 
das Symbol F 3 noch nicht in der Sprache vor, so ist die nach dem Schema 

F 3 (x) := F 2 (Fi(x)) 

definierte partielle Operation identisch mit der durch 

F 3 (x) := ty V z(F x (x) = z a F 2 (z) = y), falls V yz(Fj(x) = z a F 2 (z) = y) 

definierten Operation. Die Aufstellung der zugehörigen BEE sei dem Leser über¬ 
lassen. 


Definition durch Fallunterscheidung 
Die nach dem Schema 


F»(x) := 


F t (x), falls H(x), 
F 2 (x), falls n H(x), 


definierte Operation F 3 (wobei F t und F 2 Operationssymbole der betrachtetenSprache 
mit gleichen Argument- und Bildsorten sind und F 3 in der Sprache noch nicht vor¬ 
kommt), ist identisch mit der durch 


F 3 (x) := iy((H(x) a Fj(x) = y) v (n H(x) a F 2 (x) = y)), 

falls V y((H(x) a Fj(x) = y) v (n H(x) a F 2 (x) = y)) 
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definierten Operation. Analoges gilt für andere Formen der Definition durch Fall¬ 
unterscheidung, z. B. 




Fj(x), falls H(x), 
nicht definiert sonst. 


Definition durch Unterdrückung fiktiver Argumente 

Gilt für die (partielle) Operation F der betrachteten Sprache SP in einer in SP formu¬ 
lierten Theorie 

A xy!y 2 (V ZjF(x, y t ) = a V z 2 F(x, y 2 ) = z 2 -> F(x, y t ) = F(x, y 2 )), 

so ist die Definition einer Operation F 2 (F 2 ein nicht in SP vorkommendes^Symbol) 
nach dem Schema 

F 2 (x) := F(x, y), y beliebig 

gerechtfertigt. Die so definierte Operation ist identisch mit der durch 
F 2 (x) := iT, V yF(x, y) = z, falls V yzF^x, y) = z, 
definierten Operation. 

Weitgehend analog zur Definition von (partiellen) Operationen auf Grund von 
in der betrachteten Theorie gültigen BEE ist die Definition von Konstanten auf Grund 
von in der betrachteten Theorie gültigen AEE, die wir hier nur der Vollständigkeit 
halber kurz erwähnen, da Konstanten in den üblichen elementargeometrischen 
Theorien auf Grund einer gewissen Homogenität ihrer Modelle nicht definierbar sind. 
Gilt in einer Theorie die AEE (8), so bringt eine Definition nach dem Schema 

c := tyH(y) 

zum Ausdruck, daß die Sprache durch die Konstante c und die Interpretationsvor¬ 
schrift dadurch erweitert wird, daß c bei beliebigen zulässigen Interpretationen co 
durch dasjenige Ding c zu interpretieren ist, für welches Ferj(H(y), co, f) = W, 
wenn /(y) = c. 

Während die bisher behandelten Definitionsmethoden in unserer Terminologie zu 
definitorischen Erweiterungen erster Art führen, kommen wir nun zu einer speziell 
für die Geometrie charakteristischen Definitionsmethode, die zu Erweiterungen 
zweiter Art, d. h. zur Einbeziehung neuer Sorten von Grunddingen in die Sprache 
führt. Es sei aber betont, daß diese Methode die definitorischen Erweiterungen zweiter 
Art keineswegs ausschöpft. 


Definitorische Einführung von Familien definierbarer Mengen als Dinge neuer Sorte 

Sind H x (x) und H 2 (x, y) Ausdrücke einer Sprache SP, so kann man bei einer beliebigen 
Interpretation von SP für jedes System* von Dingen mit der Eigenschaft H t (x) die 
Menge M(x) = {y: H 2 (x, y)) bilden. Dabei ist die Einschränkung der Bildung von 
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. M(x) auf solche x mit der Eigenschaft H x (x) von der Sache her offenbar nicht nötig, 
jedoch zur Nachbildung gewisser inhaltlich vorliegender Begriffsbildungen zweck¬ 
mäßig (vgl. die folgenden Beispiele). Unter Bezug auf diese Vorstellung ist es sinnvoll, 
prädikative Ausdrücke der Form y 6 M(x) als Abkürzung bzw. gleichbedeutende 
Schreibweise für Hj(x) a H 2 (x, y) zu benutzen. Dies ist jedoch zunächst noch ein 
Spezialfall der definitorischen Einführung von Relationssymbolen: 

y € M(x) H^x) Ä H 2 (x, y). 

Es sei betont, daß die „Terme“ M(x) und das „zweistellige Relationssymbol“ 6 in 
diesem Stadium noch keine selbständige Bedeutung haben, sondern y € M(x) als 
unzerlegbare Symbolik für eine (x, y)-Relation aufzufassen ist. Diese Situation ändert 
sich grundlegend, wenn man Variable neuer Sorte, etwa ocj, für die Mengen M(x) ein¬ 
führt, d. h. die Sprache SP durch prädikative Ausdrücke der Form y t - € <*} und die be¬ 
stehende Interpretationsvorschrift durch die Festsetzung erweitert, daß die <x } - in 
der angegebenen Weise und das zweistellige Symbol 6 durch die Elementrelation zu 
interpretieren ist. Wül man diese Interpretationsvorschrift durch ein gleichwertiges 
Axiomensystem ersetzen, so ist erstens axiomatisch zu sichern, daß die ocj Mengen, 
d. h. durch ihre Elemente eindeutig bestimmt sind: 

A oci<Xjy k ((y k y k £ ocf) (. Extensionalitätsaxiom ). 

Zweitens ist zu sichern, daß zu jedem« mit H x (x) ein <x mit a — M(x) existiert: 

A x(H 1 (x) -> V <x A y(y 6 «-h- H 2 (x, y)) (Mengenbildungsaxiom). 

Drittens ist zu sichern, daß außer den M(x) mit H x (x) keine weiteren Dinge unter den 
mit <Xj bezeichneten Dingen Vorkommen: 

A <x } V x(iL x (x) a A y(y € oc f ** H 2 (x, y)). x# . 

Eine Rückübersetzung in die Sprache SP ist nun für beliebige Ausdrücke offenbar 
nicht mehr möglich, jedoch kann jede quantifizierte Variable <x nach dem Prinzip 

V «H(«) V x(H,(x) A H*), A «H(«) ^ A x(H,(x) -> H*) 

eliminiert werden, wobei x ein System von Variablen entsprechender Sorte ist, die in 
H nicht Vorkommen, und H* dadurch aus H entsteht, daß man alle darin vorkom¬ 
menden prädikativen Ausdrücke der Form y* € « durch H 2 (x, y$) ersetzt. Insbesondere 
kann auf diese Weise zu jedem abgeschlossenen Ausdruck der erweiterten Sprache 
ein gleichbedeutender Ausdruck der Sprache SP konstruiert werden. 

In der durch <Xj und € erweiterten Sprache SP kann man jetzt die Terme M(x) (im 
folgenden Mengenterme genannt), die ursprünglich keine selbständige Bedeutung 
hatten, korrekt einführen. Auf Grund des Extensionalitäts- und Mengenbildungs¬ 
axioms für <Xj gilt die BEE 

A xfH^x) -> V!! a A y(y € « «-► H 2 (x, y)). 
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Daher ist die Definition 

M(x) := ioc A y(y € oc +* H 2 (x, y)), falls H x (x) 
gerechtfertigt. 

Beispiele. 

Definitorische Einführung der Geraden und der Inzidenz: 

Wir gehen von einer Formalisierung der ebenen euklidischen Geometrie aus, in 
der Geraden und Inzidenz nicht zu den Grundbegriffen gehören, jedoch diejenige 
dreistellige Punktrelation, die durch die Aussageform „p 2 liegt zwischen p x und p 3 
(auf einer gemeinsamen Geraden)“ beschrieben und in der formalisierten Sprache im 
folgenden kurz mit (p x , p 2 , p 3 ) bezeichnet wird. Mittels dieser Zwischenrelation ist die 
Kollinearität definierbar: 

Pi> P 2 > Pa kollinear Pi = p 2 v p x = p 3 v p 2 = p 3 v (p l5 p 2 , p 3 ) 

v (p 2 , p 3 , Pi) v (p 3 , pj, p 2 ). 

Wir führen nun neue Variable g,• für die Punktmengen 
(15) L(pj, p 2 ) := {p 3 : p x , p 2 , p 3 kollinear}, falls p x =j= p 2 , 

d. h. prädikative Ausdrücke der Form p t € g ; - ein. Würden wir in (15) die Einschrän¬ 
kung pj 4= p 2 fallen lassen, so bekämen wir in Gestalt der Mengen L(p, p) auch die 
gesamte Ebene in den Bereich der „Geraden“. In der durch g t - und 6 erweiterten 
Sprache ist nun die Operation L in der bereits behandelten Weise definierbar. 

Definitorische Einführung der Kreise und der Punkt-Kreis-Inzidenz: 

Wie üblich bezeichne die vierstellige Punktrelation Kongruenz der ebenen 
euklidischen Geometrie. Wir führen neue Variable k t - für die als Punktmengen definier¬ 
baren Kreise 

Z(Pi; p 2 , p 3 ) := {p 4 : PiP 4 = P 2 p 3 }> falls p 2 =j= p 3 , 

ein. (Ließe man hier die Einschränkung p 2 =j= p 3 fallen, so bekäme man in Gestalt 
der Mengen Z(p x ; p 2 , p 2 ) auch alle einpunktigen Mengen in den Variabilitätsbereich 
der Kreis variablen.) In der durch prädikative Ausdrücke der Form p t - € k ; - erweiterten 
Sprache ist nun die Operation Z, die je drei Punkten p u p 2 , p z mit p 2 =}= p 3 den Kreis 
vom Radius p 2 p 3 um den Mittelpunkt p x zuordnet, definierbar: 

2(Pi; p 2 , p 3 ) := tk A p 4 (p 4 € k ^ p x p 4 s p 2 p 3 ), falls p 2 4= p 3 . 

Als Beispiel für die mögliche Rückübersetzung abgeschlossener Ausdrücke diene: 

A PiP 2 p 3 (Pi, p 2 , p 3 nicht kollinear -> V k(p x € k a p 2 G k a p 3 6 k)) 

A PiP 2 p 3 (Pi, p 2 , p 3 nicht kollinear -*■ 

v P 4 P5Pe(P5 4= Pe a Pip 4 s p 5 p 6 a p 2 p 4 s p 5 p 6 a p 3 p 4 s p 5 p«)). 
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Wegen ihrer häufigen Anwendung behandeln wir noch die Übertragung von Rela¬ 
tionen auf Äquivalenzklassen, die sich als Kombination bereits behandelter Defini¬ 
tionsmethoden erweist. Ist H(x, y) ein Ausdruck einer Sprache SP, dessen vollfreie 
Variable beide von gleicher Sorte sind, so können nach dem eben behandelten 
Prinzip neue Variable a; für die Mengen M(x) := {y: H(x, y)) eingeführt werden. Ist 
in einer in SP formulierten Theorie F die durch H dargestellte Relation eine Äquivalenz¬ 
relation, d. h. gilt in F 

A xyz(H(x, x) a (H(x, y) -> H(y, x)) a (H(x, y) a H(y, z) -* H(x, z))), 

so ist die übliche Bezeichnung der Äquivalenzklassen bezüglich dieser Relation ein 
Spezialfall der Definition von Mengentermen: 

x := ta A y(y e ä H(x, y)). 

Gilt nun in F für einen gewissen anderen Ausdruck H'(x, z) 

A xyz(H'(x, z) a H(x, y) H'(y, z)), 

so kann die durch H' dargestellte Relation durch „repräsentantenweise Definition“ 
von den Dingen der Sorte x auf die Dinge der Sorte a, d. h. auf die Äquivalenzklassen 
bezüglich H, übertragen werden: 

(16) R(a, z) V x(x 6 a a H'(x, z)). 

Kürzer kann man die Definition von R natürlich in der Form 

R(x, z) H'(x, z) 

schreiben, aber die Form (16) läßt erkennen, daß es sich nicht um ein neues Defini¬ 
tionsprinzip sondern um einen Spezialfall bereits behandelter Definitionsschemata 
handelt. 

Beispiel. Zunächst definieren wir eine „ungerichtete Strecke“ als Menge ihrer 
Endpunkte: 

P1P2 ’= {P : P = Pi v P = P2}* 

In der euklidischen Geometrie ist die Kongruenz eine Äquivalenzrelation im 
Bereich der ungerichteten Strecken. Die zugehörigen Äquivalenzklassen pip 2 
: = {p 3 p 4 : PjP 2 & P 3 P 4 } bezeichnen wir als freie Strecken oder auch als abstrakte Strecken¬ 
längen. Wir definieren ferner eine zweistellige Relation „ im Bereich der ungerichte¬ 
ten Strecken durch 

P1P2 ^ P3P4 Pi = P2 v V p 5 (pip 2 = P3P5 a (p 3 , p 5 > P 4 )) v Pip 2 ~ p 3 p 4 . 

Für die so definierte Relation gilt in der euklidischen Geometrie 


P1P2 ^ P 3 P 4 a P1P2 = PiP 2 a P3P4 ss p 3 p 4 pip' 2 ^ p 3 p 4 - • 
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Auf Grund dieses Satzes kann man durch repräsentantenweise Definition von 
den ungerichteten Strecken auf deren abstrakte Längen übertragen, wobei wir das¬ 
selbe Zeichen benutzen können: 

Plpi ^ VsPl P1P2 ^ PaP 4 

bzw., falls die Sprache durch Variable a$ für freie Strecken erweitert wurde, 

a i ^ a ? - V PiPaPaP^PxPss = a t - a p^ = a^ a PiP 2 ^ p 3 p 4 ). 

Prädikative Ausdrücke der Form a » ^ a ; - haben kein Analogon mehr* in der ursprüng¬ 
lichen Sprache, abgeschlossene Ausdrücke können jedoch rückübersetzt werden, 
z. B. 

A a 1 a 2 (a 1 — a 2 v a 2 ^ a^j 
^ A PlP 2 P 3 P 4 (PlP 2 ^ PsPl V p Ml ^ fif 2 ) 

++ A PlP 2 P 3 P 4 (PlP 2 ^ P 3 P 4 V P3P4 ^ PlP2) 

+» A p 1 p 2 p 3 p 4 (pi = p 2 V V Ps(PlP 2 = p 3 p 5 A (p 3 , p 5 , p 4 )) V p 3 = p 4 

V V p 6 (p 3 p 4 = P1P6 A (Pi, p 6 , p 2 )) V PiP 2 S p 3 p 4 ). 

j Bemerkung über die Äquivalenz formalisierter Theorien mit verschiedenen Grund¬ 
begriffen 

Sind x = Fl ai (&i) und ^ 2 — Fl 0t (ß 2 ) Theorien, die in den eventuell verschiedenen 
nichtelementaren Sprachen {S^i,a x ) bzw. (^ 2 ,<r 2 ) formuliert sind, so' heißt F x eine 
Teiltheorie {im weiteren Sinn) von ^ 2 , wenn eine definitorische Erweiterung {&”, <r') 
von (^ 2 ,<r 2 ) existiert, so daß QFl a '(3£ 2 ) ist, d. h., wenn die Grundbegriffe von 
in F 2 definierbar sind und die Axiome von (bezogen auf die in £T 2 definierten Grund¬ 

begriffe) aus den Axiomen von 3T 2 folgen. 

Theorien 3F x und ^ 2 heißen äquivalent, wenn jede im oben definierten Sinn eine 
Teiltheorie der anderen ist. Die so definierte Äquivalenz von Theorien ist tatsächlich 
reflexiv, transitiv und symmetrisch. Unter einer Theorie im weiteren Sinn wollen wir 
daher eine Äquivalenzklasse von Theorien verstehen. Es ist also z. B. die „ebene 
euklidische Geometrie“, aufgefaßt als Theorie im weiteren Sinn, ein von der speziellen 
Wahl von Grundbegriffen und Axiomen unabhängiges Abstraktum, jedoch konkret 
immer durch einen Repräsentanten, d. h. mit Hilfe einer ganz bestimmten formali¬ 
sierten Sprache (eventuell neb’st Interpretationsvorschrift) und eines ganz bestimm¬ 
ten in dieser Sprache formulierten Axiomensystems anzugeben. 

Eine Theorie im weiteren Sinn heißt elementar, wenn sie wenigstens einen elemen¬ 
taren Repräsentanten besitzt. Auf Grund dieser Festsetzung definiert auch ein in 
einer nichtelementaren Sprache formuliertes Axiomensystem eine im weiteren Sinn 
elementare Theorie, wenn die Interpretationsvorschrift durch ein Axiomensystem 
ersetzt werden kann. Insbesondere führen alle in diesem Abschnitt behandelten Defi¬ 
nitionsprinzipien von elementaren Theorien zu elementaren Theorien, da die Inter¬ 
pretationsvorschrift für die definierten Sprachbestandteile jeweils durch Einführungs¬ 
axiome ersetzt werden kann. 


3. 


Abbildungsgruppen und Invarianten 


Sind M u ..., M n nichtleere, paarweise disjunkte Mengen, so bezeichne S(M X ,..., M n ) 

n 

die Menge aller eineindeutigen Abbildungen von ij auf sich, die jede der Men- 

f=i 

gen (i — 1,..., n) auf sich abbilden. Bezüglich der durch {q o ip) (x) := q>(p{x)} defi¬ 
nierten binären Operation „o“ (Verkettung) ist die Menge S{M X , ..., M n ) eine Grup¬ 
pe, d. h., es gilt: 

(la) Für alle <p t , <p 2 , <p 3 £ S(M X , ..., M n ) ist (<p x o <p 2 ) o q 3 = q x o' (<p 2 o q> 3 ). 

(lb) Es gibt ein Element i 6 S(M t ,..., M n ), so daß für alle <p 6 8{M l} ..., M n ) gilt : 

(p o i = (p. 

n 

(Hierdurch ist i eindeutig als die identische Abbildung von u Mi auf sich charakteri¬ 
siert.) * =1 

(1 c) Zu jedem (p 6 S(M l ,..., M n ) existiert ein y> £ S(M X ,..., M n ), so daß <poy) = i. 

(Hierdurch ist y> eindeutig als die zu <p inverse Abbildung qr 1 charakterisiert.) 

Eine Teilmenge G der Menge S(M X , ..., M n ) heißt eine Untergruppe der Gruppe 
(S(M u ...,M n ),<A, wenn G mit der Einschränkung der Operation „o“ auf Elemente 
von G wieder eine Gruppe ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn gilt: 

(2 a) Ist <p,y> 6 G, so ist auch <p o ip £ G. 

(2 b) Ist (p € G, so ist auch qr 1 £ G. 

(2c) G 4= 0. 

(Aus (2 a, b, c) folgt i £ G.) 

Wir erinnern daran (vgl. Kap. 1), daß wir unter einer Relation im Bereich der 
Mengen M x ,..., M n eine beliebige Teilmenge R eines kartesischen Produkts der 
Form M( t x ••• X M ik (i x ,...,i n ^ n) und unter einer (partiellen) Operation im 
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Bereich der Mengen M x ,..., M n eine Abbildung aus einem derartigen kartesischen 
Produkt in eine der Mengen Mi (1 ^ i 5g n) verstehen. 

Unter Bezug auf die im vorigen Kapitel behandelten Definitionsmethoden führen 
wir hier den Begriff der Mengenabbildung im Bereich der Mengen M x ,..., M n ein. 
Unter einer solchen wollen wir eine Abbildung aus einem kartesischen Produkt der 
Form Mi t X X M ik (i x ,..., i k ^ h) in die Potenzmenge einer der Mengen Mi 
(1 ^i ^n) verstehen. Als Sammelnamen für Relationen, Operationen und Mengen¬ 
abbildungen im Bereich der Mengen M x ,..., M n sowie Konstanten im Bereich dieser 

n 

Mengen (d. h. Elemente von U M { ) benutzen wir im folgenden den Ausdruck Objekt 

i=1 

im Bereich der Mengen M x ,..., M n . Diese Bezeichnung soll zugleich andeuten, daß 
viele der folgenden Formulierungen auch dann ihr© Gültigkeit behalten, wenn man 
unter Objekten im Bereich der Mengen M x ,..., M n noch weitere hier nicht explizit 
behandelte Mengen versteht, die unter Verwendung mengentheoretischer Konstruk¬ 
tionsprinzipien aus den Mengen M x ,..., M n bzw. ihren Elementen gebildet sind. 

n 

Die bisher für Elemente von u Mi definierten Abbildungen der Gruppe S (M x ,..., M n ) 

t =i 

können auf beliebige andere Objekte im Bereich der Mengen M x , .. M n , die stets 
Mengen M von gewissen Dingen y sind, durch die Definition 

<p{M) := {<p{y): y e M) 

erweitert werden. Insbesondere sei für eine Relation R 
<p(R) •••> tpfak))' (*^1> •••> k) £ 

für eine Operation F (insbesondere für eine Mengenabbildung) 

<p{F) .= •••> (pfok)* <p(y))- (•£i> •••> k> y) £ 

d. h. 

<p(F) (<p(x x ), ..., <p{x k )) = <p(F(x x> ..., a*)). 

Ein Objekt M im Bereich der Mengen M x ,..., M n heißt bezüglich einer Abbildung 
<p € S(M X ,..., M n ) invariant, wenn <p{M) = M gilt. Invariant bezüglich der Abbil¬ 
dung (p £ S(M X ,..., M n ) ist insbesondere 

— eine Relation R im Bereich der Mengen M x ,..., M n genau dann, wenn {x x ,..., x k ) 
€ R genau dann, wenn [<p{x x ),..., <p{x k )} 6 R; 

— eine Operation F im Bereich der Mengen M x ,..., M n genau dann, wenn F[<p(x x ), 
..., <p{x k )} genau dann existiert, wenn F^,..., x k ) existiert und im Fall der Exi¬ 
stenz stets F{<p(x x ),..., <p(x k )) = (p[F(x x ,..., x k )) ist; 

— eine Konstante c im Bereich der Mengen M x ,..., M n genau dann, wenn <p(c) = c 
ist; 

— eine Mengenabbildung M im Bereich der Mengen M x ,..., M n genau dann, wenn 
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M[cp(x x ),..., <p(Xk)) genau dann existiert, wenn M(x x ,..., x k ) existiert und im Fall 
der Existenz stets gilt: 

M{<p{x x ), ..., cp(x k i # £ • •», 

Ist Jf ein beliebiges Objekt im Bereich der Mengen M x , .. M n , so ist die Menge 

G(M) := {g?: <p d $(.M|,.. M n ) und M ist bezüglich <p invariant } 

eine Untergruppe von S(M U ..., M n ), wie man an Hand der Bedingungen (2a, b, c) 
leicht nachprüft. Da allgemein der Durchschnitt eines nichtleeren Systems von Unter¬ 
gruppen einer Gruppe wieder eine Untergruppe dieser Gruppe ist, ist für ein beliebiges 
nichtleeres System I von Objekten im Bereich der Mengen M x ,..., M n die Menge 

G(I) := {cp\ <p d. S(M X ,..., M n ) und alle Elemente von I sind bezüglich cp invariant } 

= n G(M) 

Mel 

eine Untergruppe von S(M X ,..., M n ). Ist umgekehrt G eine beliebige Untergruppe 
von S(M l} M n ), so bezeichne I(G) die Menge aller bezüglich aller Abbildungen aus 
G invarianten Objekte im Bereich der Mengen M x ,..., M n . 

Ist G eine Untergruppe von S(M X ,..., M n ) und R eine beliebige Relation im Bereich 
der Mengen M x ,..., M n , so genügt es für den Nachweis, daß R zu I(G) gehört, die 
Implikation 

(x X) •.., x k ) 6 R • • •> V 5 (‘^a)) ^ ^ 

für beliebige cp d G zu zeigen. Deren Anwendung auf cp- 1 statt <p und auf (<p(x x ),..., 
cp{Xk)) statt (x x ,..., x k ) ergibt die Umkehrung. Analog vereinfacht sich der Nachweis 
der Invarianz einer (partiellen) Operation bzw. Mengenabbüdung bezüglich einer 
Gruppe G. 

Offenbar gilt für beliebige Untergruppen G, G x , G 2 von S(M X ,..., M n ) und beliebige 
Mengen I, I x , / 2 von Objekten im Bereich der Mengen M X) ..., M n 

(3a) Ist G x g G 2 , so ist I{G 2 ) g I(G X ). 

(3b) Ist I x g / 2 , so ist G(I 2 ) g G(I X ). 

(3 c) G g G(I(G)). 

(3d) I ^ I(G(I)). 

Es sei nun 

@ = (-Mj,.♦., M n , R \,..., Rjß) E X) ..., Fp, c X) .«., Cq) 

eine Struktur (vgl. Kap. 1), d. h., M x , ..., M n sind paarweise disjunkte nichtleere 
Mengen, R x , ..., R m sind Relationen im Bereich dieser Mengen, F X) ..., F p (partielle) 

Operationen im Bereich dieser Mengen und c x , ...,c q d U Dabei kann m = 0, 

t=i 

p = 0, q = 0 sein, jedoch soll m p -j- q > 0 sein. Es dürfte ohne nähere Erklärung 
klar sein, was man unter einer (formalisierten) Sprache für die Struktur @ zu verstehen 
hat. Ist andererseits SF eine solche Sprache, so kommt unter allen Interpretationen 
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von SP diejenige Interpretation cd 0 vor, die jeder Variablensorte i (1 tS* i ^ n) die 
Menge M{, jedem Relationssymbol Ry die Relation Rj (1 ^ j ^ m), jedem Opera¬ 
tionssymbol F j die Operation Fj (1 p) und jedem Konstantensymbol Cydie 

Konstante c ; - (1 ^ j ^ q) zuordnet. 

Ein Objekt M im Bereich der Mengen M u ..., M n heißt in der Struktur 3 definier¬ 
bar, wenn es für eine (und damit für jede) Sprache SP für 3 eine definitorische Er¬ 
weiterung SP' gibt, so daß die eindeutige Fortsetzung cüq der Interpretation co 0 von SP 
in 3 zur Interpretation von SP' dem (den) zusätzlichen Sprachbestandteil(en) gerade 
das Objekt M zuordnet. Nach 2.5. liefert diese allgemeine Definition für die dort 
explizit behandelten definitorischen Erweiterungen folgende Spezialisierungen: 

Eine Relation R im Bereich der Mengen M u ..., M n ist in SP genau dann definier¬ 
bar, wenn es in der Sprache SP für 3 einen Ausdruck H(x 1 ,..., x k ) gibt, so daß für 
alle Belegungen / bezüglich a> 0 gilt: 

(4) Wert( H(xj,..., x k ), ct) 0 , /) = W genau dann, wenn (/(xj),..., /(x fc )) £ R, 

d. h. co 0 (H) = R. 

Eine (partielle) Operation F im Bereich der Mengen Mi,..., M n ist in der Struktur 
3 genau dann definierbar, wenn es in der Sprächet für 3 AusdrückeH'(x l3 ..., x k ) 
und B."{x 1} ..., x*, y) gibt, so daß 

Wert( H'(x l5 ..., x k ), co 0 , f) = W 

genau dann, wenn F(/(Xj),..., /(x fc )) existiert, und 

Wert{E."{x x ,..., x k , y), ö> 0 , /) = W 

genau dann, wenn F(f(x 1 ), ...,/(x Ä )) =/(y) ist. In diesem Fall gilt bei der Inter¬ 
pretation cüq die BEE 

Axj • • • x^H'fo,..., x k ) -> V! !yH"(x!,..., x*, y)), 

so daß in einer Theorie, die die in 3 gültigen Sätze der Sprache SP zum Gegenstand 
hat, die Definition 

^(xj, • • •, x*) .= tyH (xj, *.., x k ), falls H (xj,..., x^), 
gerechtfertigt ist, und es ist dann a>o(F) = F. 

n 

Ein Element c 6 u ist in der Struktur 3 genau dann definierbar, wenn es in 

t=i 

der Sprache SP für 3 einen Ausdruck H(x) gibt, so daß für alle Belegungen /gilt: 
Wert[ H(#), co 0 , j) = W genau dann, wenn /(x) = c. In diesem Fall gilt bei der Inter¬ 
pretation o) 0 die AEE V! !xH(x), so daß die Definition c := txH(x) gerechtfertigt 
ist, und es ist dann o>q(c) = c. 


4 Schreiber, Konstruktionen 
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Eine Mengenabbildung M im Bereich der Mengen M 1} M n ist in der Struktur © 
genau dann definierbar, wenn in der Sprache Sf für ©Ausdrücke Hjfo, x k ) und 
H 2 (x 1 , ..., x k , y) existieren, so daß für alle Belegungen / gilt: 

•••) Xjj.), Wq, 

genau dann, wenn die Abbildung Af(/(xj), /(x fc )) existiert, und für alle Belegun¬ 

gen / mit Wert(Hi(x 1} ..., x k ), a> 0 , f ) j = W ist 

Wert( H a (x 1 ,..., x k , y), o> 0 , f) = W 

genau dann, wenn /(y) £ M(f(x 1 ),..., /(x*)). 

Invariantensatz. 7s£ /<g da« System der Relationen , Operationen und Konstanten 
einer Struktur © im Bereich der Mengen M u ..., so isf /cdes iw der Struktur © 
definierbare Objekt bezüglich der Gruppe G(Iq) invariant. 

Auf Grund dieses Satzes ist der Beweis der Nichtdefinierbarkeit eines Objektes M 
in einer Struktur © durch Angabe einer Abbildung <p £ G(I<$) möglich, die M nicht 
invariant läßt. Von dieser Beweismethode werden wir im folgenden häufig Gebrauch 
machen. 

Den Beweis des Invariantensatzes führen wir hier nur für Relationen durch. Der 
Beweis für andere Arten von definierbaren Objekten ergibt sich hieraus jeweils 
durch geringe Zusätze. 

Es sei © eine Struktur über den Grundmengen M u ..., M n , Sf eine Sprache für ©, 
co 0 die entsprechende Interpretation von ^in ©. Eür Abbildungen <p 6 S(M ly ..., M n ) 
und Belegungen / bezüglich co 0 sei die durch 

Ute) ■= <p(f(*i)) 

definierte Belegung. Durch Induktion über die Kompliziertheit der Terme t bzw. 
Ausdrücke H der Sprache ergibt sich leicht 

Wert{ t, cü 0 , f v ) = (p(Wert(t, co 0 , /)), 

wobei die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte Seite existiert, bzw. 

(5) Wert{ H, a > 0 , f v ) = Wert(H, a> 0 , /) 

für alle Abbildungen <p £ (?(/©), wobei letztere Voraussetzung gerade die Anfangs¬ 
schritte der Induktionsbeweise liefert. 

Ist R eine ß-stellige in der Struktur © definierbare Relation, so existiert in der 
Sprache Sf ein Ausdruck H(Xj,..., x k )mit genau k (voll)freien Variablen, so daß (4) 
gilt. Wir haben zu zeigen: Eür alle 9 0 £ (?(/<§)und alle % l} ..., x k folgt aus {x x ,..., x k ) 
£ R stets (<p{x l ) i ..., <p{x k )) £ R* Es sei 9 0 £ G(Ig) und (x l} ..., x k ) £ R, ferner sei / 
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eine Belegung mit /(x^) = für i — 1, k. Dann ist nach (4) 

Tfer^(H(x 1 ,.. x k ), (o 0 , f) = W, 
folglich nach (5) 

Wert( H(xj,k A ), o) 0 , f v ) = W, 
folglich nach (4) 

d. h. (99(^1), <p(x k )) 6 R. 


4* 




4. Algebra 


Die algebraischen Grundstrukturen Ring und Körper treten im folgenden haupt¬ 
sächlich in zwei speziellen Formen auf, als geordnete Körper und als Polynomringe 
über einem geordneten Koeffizientenkörper. Die grundlegenden Definitionen und 
Sätze aus diesem Bereich der Algebra werden in diesem Kapitel in aller Kürze (häufig 
ohne Beweis) zusammengestellt. In diesem und in folgenden Kapiteln wird außerdem 
vorausgesetzt, daß der Leser den Begriff des (abstrakten) Vektorraums über einem 
beliebigen Skalarkörper und einige weitere elementare Begriffe der linearen Algebra 
kennt. 


4.1. Ringe und Körper 

Ist R eine beliebige nichtleere Menge und sind + und • binäre Operationen in R (im 
folgenden als Addition bzw. Multiplikation in R bezeichnet), so heißt das Tripel 
{R, -j-, •) ein Ring , falls folgende Axiome erfüllt sind: 

(1) Für beliebige a,b,c £ R gilt : 

(a + &) + c — a + (b + c) ( Assoziativgesetz der Addition), 

a -f- b — b + a {Kommutativgesetz der Addition), 

(a • b) • c = a • (b • c) {Assoziativgesetz der Multiplikation), 

a • (b -f- c) = (a • 6) + (a ♦ c) I 
{a + b) • c — (a • c) -{- (b ♦ c) J 


{Distributivgesetze). 
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(2) Es existiert ein eindeutig bestimmtes Element o £ B (Nullelement genannt ), 
so daß x o(— o x) = x für alle x £ B, und zu jedem x £ R existiert ein 
eindeutig bestimmtes y £ B, so daß x + y(— y + %) = o. 

Dieses y bezeichnen wir mit — x, führen also definitorisch “ (Minus) als 
einstellige Operation in B ein. 

Ein Ring (B, •) heißt kommutativ, falls in ihm zusätzlich gilt: 

(3) a ♦ b = b • a für alle a,b £ B (Kommutativgesetz der Multiplikation). 

Ein Ring (B, +, •) heißt nullteilerfrei, falls in ihm zusätzlich gilt: 

(4) Sind a,b £ B mit a =f= o und b 4= o, so ist auch a • b =}= o. 

Ein kommutativer und nullteilerfreier Ring heißt ein Integritätsbereich. Ein Ring 
(B, -f-, •) heißt ein Bing mit Einselement (kurz Bing mit e), wenn in ihm zusätzlich 
gilt: 

(5) Es existiert ein eindeutig bestimmtes e £ B, so daß 
x • e — e • x = x für alle x £ B. 

Ein kommutativer Ring (B, +, •) mit e heißt ein Körper, wenn in ihm zusätzlich 
gilt: 

(6) Zu x£B mit x 4= o existiert ein eindeutig bestimmtes y £ B, so daß x • y(=y • x) 

— e. (Dieses y bezeichnen wir mit x" 1 , führen also „ -1 “ definitorisch als 

partielle Operation mit dem Definitionsbereich B \ {o} ein.) 

(7) o 4= e. 

Körper werden im allgemeinen mit dem Buchstaben K (eventuell mit Indizes) be¬ 
zeichnet. 

In jedem Ring gilt das allgemeine Assoziativgesetz für die Addition und für die 
Multiplikation (als nichtelementare Zusammenfassung unendlich vieler elementarer 
Assoziativgesetze): 

(8) Eine Summe bzw. ein Produkt endlich vieler Bingelemente ist unabhängig von 
der Klammerung. 

Unter Berufung auf (8) schreiben wir im folgenden 

a i "f” • • • -1~ a ,j bzw • a-± . a n 

und ähnlich, insbesondere 

na « + •**+ := a . a. 

- ' ' u j"' 

«-mal «•mal 

Ferner gilt das allgemeine Kommutativgesetz der Addition : 

(9) Eine Summe endlich vieler Bingelemente ist unabhängig von der Beihenfolge 
der Summanden. 
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In kommutativen Ringen gilt außerdem ein analoges Gesetz für die Multiplikation. 
Zur weiteren Klammersparung vereinbaren wir, daß stärker bindet als 
d. h., a • b 4- c bedeutet (a • b) + c und nicht a • (6 + c )* Wo keine Mißverständnisse 
möglich sind, lassen wir das Operationszeichen fort, schreiben also ab statt a • b 
usw. In beliebigen Ringen gilt weiterhin: 

(10) ao = oa = o für jedes a 6 R. 

(11) — (— a) = a für jedes a £ R. 

(12) Die Gleichung a -f- x = b hat für beliebige a, b £ R genau eine Lösung , und 

zwar x = b + (— a). 

(13) — {a + b) = (— a) -f (—b). 

(14) (—a) (-5) = ah. 

(15) (—a)b — a(—b) — —(ab). 

Zur weiteren Vereinfachung schreiben wir im folgenden a — b statt a -{-(— b) und 
—ab statt —(ab). 

In nullteilerfreien Ringen gilt: 

(16) Ist ax — ay und a =£ o, so ist x = y 

(d. h., in nullteilerfreien Ringen hat die Gleichung ax = c für a 4= o höchstens eine 
Lösung). 

In Körpern gilt: 

(17) Die Gleichung ax — c hat für a ={= o genau eine Lösung , und zwar x = a~ l c. 

In jedem Körper gilt auch (4). 

Beispiele zeigen, daß eine Menge M im allgemeinen auf verschiedene Weise mit zwei 
Operationen „+“> versehen werden kann, so daß (M, +, •) ein Ring oder ein 
Körper ist. Trotzdem werden wir im folgenden zuweilen von einem Ring R, einem 
Integritätsbereich I, einem Körper K sprechen, wenn aus dem Zusammenhang her¬ 
vorgeht, um welche Operationen es sich handelt. Mit Z beispielsweise bezeichnen 
wir im folgenden die Menge der ganzen Zahlen, aber auch den Ring (Z, +, •) mit den 
üblichen Operationen. 

In Spezialisierung des allgemeinen Isomorphiebegriffs auf Strukturen der Form 
(M, -f-> •) heißt (M x , -f-j, -j) isomorph zu (M 2i + 2 > * 2 )» wenn es eine eineindeutige 
Abbildung / von M x auf M 2 gibt, so daß für a,b £ M x gilt: 

f(a b) = f(a) +2 f(b) und f(a b) = f(a) - x f(b), 

und / heißt in diesem Fall ein Isomorphismus von (M 1} +i> -0 auf (M 2) -f 2 j * 2 )* 
Dabei gilt: Ist (M X) 4 * 1 , *i) ein Ring, so ist es auch (M 2 , -f- 2 , * 2 ). Ist M x kommutativ, 
so ist es auch M 2 . Ist M x nullteilerfrei, so ist es auch M 2 . Hat M x ein Einselement, so 
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hat es auch M 2 . Ist M 1 ein Körper, so ist es auch M 2 . Bei einem Isomorphismus / von 
M x auf M 2 wird das Nullelement von M x auf das Nullelement von M 2 und das Eins¬ 
element von M x auf das Einselement von M 2 abgebildet. Ferner ist jeder Isomorphis¬ 
mus bezüglich + ein Isomorphismus bezüglich der Operation — und jeder Isomor¬ 
phismus bezüglich • auch ein Isomorphismus bezüglich _1 . 

Ist (R, +, •) ein Ring und V eine Teilmenge von R, so heißt U ein Unterring von R 
(eigentlich von (R, +, •))> wenn U mit der Einschränkung von und auf 
Elemente aus U wieder ein Ring ist. Dies ist genau dann der Fall, falls gilt: 

(18) a) Wenn a,b 6 U, so a 4- b d U und ab € U; 

b) wenn a d U, so —a d U ; 

c) oeu. 

Statt c) genügt es zu fordern: U 4= 0. 

Ist ( K , +, •) ein Körper und G g K, so heißt C ein Unterkörper von K, wenn C 
mit der Einschränkung von „-J-“ und wieder ein Körper ist. Dies ist genau dann 
der Fall, falls gilt: 

(19) a) Wenn a, b d G, so a + b d G und ab d G; 

b) wenn a d G, so —a d G ; 

c) wenn a £ G und a ={= o, so a~ x d C\ 

d) o, e d G. 

Statt d) genügt es zu fordern: G enthält wenigstens zwei verschiedene Elemente. 

Ist R x Unterring von R 2 und R 2 Unterring von Jß 3 , so ist R x Unterring von R z ; 
analog für Unterkörper. Der Durchschnitt eines beliebigen Systems von Unterringen 
eines Ringes R ist wieder ein Unterring von R ; analog für Unterkörper. Während der 
Durchschnitt aller Unterringe von R immer {o} (ein sogenannter trivialer Unterring 
von 12) ist, bringt der Durchschnitt aller Unterkörper von K (also der kleinste Unter¬ 
körper von K) eine interessante Eigenschaft von K zum Ausdruck, Er heißt der 
Primkörper von K. Im folgenden werden nur Körper der Charakteristik 0 eine Rolle 
spielen, d, h. solche, deren Primkörper isomorph dem Körper Q der rationalen Zahlen 
(versehen mit der üblichen Addition und Multiplikation) ist. 

Jede Teilmenge A eines Ringes R erzeugt einen Unterring R(A) ) und zwar 

R{A) := n {U: U Unterring von R und A S U). 

Analog erzeugt jede Teilmenge A eines Körpers K den Unterkörper 

K(A) := O {G: C Unterkörper von K und A g G). 

Offenbar ist R{0) — {o} und K(0) der Primkörper von K. Im Fall A =j= 0 gilt 
R(A) = A genau dann, wenn A ein Unterring ist und analog für Körper. 

Ist (K, +> •) ein Körper und < eine irreflexive Totalordnung in K, so heißt 
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{K, +,*,<) ein geordneter Körper, falls außerdem für beliebige a,b,c £ K gilt: 

(20) Wenn a <b, soa-\-c<b-\-c {Monotonie der Addition). 

(21) Wenn a <b und o < c, so ac < bc {Monotonie der Multiplikation). 

In geordneten Körpern gilt u. a. 

(22) Wenn a<b und c < d, so a + c < b + d. 

(23) Wenn a<b, so —b < — a. 

(24) Wenn a<b und c < o, so cb < ca. 

(25) o < e. 

Wegen (22), (23) und (25) sind die ganzzahligen Vielfachen von e paarweise ver¬ 
schieden und bilden daher einen zu Z isomorphen Unterring. Ferner muß K mit je 
zwei dieser Elemente auch deren Quotienten enthalten. Daher hat jeder geordnete 
Körper die Charakteristik 0. 

Ein geordneter Körper heiße archimedisch geordnet, wenn in ihm zusätzlich das 
Archimedische Axiom gilt: 

(26) Zu beliebigem a,b > o existiert eine natürliche Zahl n, so daß b < na. 

Der Körper Q der rationalen Zahlen und der Körper R der reellen Zahlen sind be¬ 
züglich der natürlichen Anordnung archimedisch geordnete Körper. 

Zwei Strukturen der Form {M x , +i, *i, <i), {M 2 , + 2 , * 2 > < 2 ) sind isomorph, wenn 
ein Isomorphismus / von {M x , + 1 , *i) auf {M 2 , + 2 , ‘ 2 ) existiert, für den zusätzlich 
gilt: 

a <1 b genau dann, wenn f{a) < 2 f{b). 

Ist dabei {M x , -f-j, > x , < x ) ein geordneter Körper, so ist es auch {M 2 , + 2 , * 2 , < 2 )* Ist 
einer von beiden archimedisch geordnet, so ist es auch der andere. 

Da die natürliche Anordnung der rationalen Zahlen die einzige Totalordnung der 
Menge Q ist, die zusammen mit der Addition und Multiplikation die Axiome (20) 
und (21) erfüllt, und da andererseits jeder geordnete Körper einen zu Q isomorphen 
Primkörper enthält, ist der geordnete Körper Q der bis auf Isomorphie eindeutig be¬ 
stimmte kleinste geordnete Körper. 

Die grundlegenden Begriffe der Analysis wie absoluter Betrag von Elementen, 
arithmetisches Mittel, konvergente Folge, Grenzwert einer Folge usw. lassen sich auf 
beliebige geordnete Körper übertragen. Eine Folge {a n ) von Elementen eines geord¬ 
neten Körpers K heiße Fundamentalfolge, wenn zu jedem e > o {e £ K\) ein Index n 0 
existiert, so daß für n,m^.n 0 stets \a n — a m \ < e ist. In jedem geordneten Körper 
gilt: Jede konvergente Folge ist eine Fundamentalfolge. Der angeordnete Körper 
R der reellen Zahlen ist unter allen archimedich geordneten Körpern dadurch aus¬ 
gezeichnet, daß in ihm auch umgekehrt jede Fundamentalfolge einen Grenzwert be¬ 
sitzt. In beliebigen archimedisch geordneten Körpern (und nur in solchen) kann man 
nun zu jedem Element a eine Folge von rationalen Elementen (d. h. solchen des Prim- 
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körpers) finden, die gegen a konvergiert. Dies gestattet es, einen beliebigen archi¬ 
medisch geordneten Körper isomorph in den Körper der reellen Zahlen abzubilden, 
d. h., bis auf Isomorphie sind die archimedisch geordneten Körper genau die Unter¬ 
körper von R. 

Abschließend wollen wir den in einem späteren Zusammenhang wichtigen Satz 
beweisen, daß das Kommutativgesetz der Multiplikation aus den übrigen Axiomen 
eines archimedisch geordneten Körpers folgt. Es sei also (K, +,*,<) eine Struktur, 
in der die Axiome (1), (2), (5), (6), (7), (20), (21), (26) gelten. Ein Element x aus K 
heißt mit a d K vertauschbar , falls ax — xa ist. Wir haben zu zeigen, daß je zwei 
Elemente a, b aus K vertauschbar sind. 

Zunächst sind o und e nach (2) bzw. (5) mit allen Elementen aus K vertauschbar. 
Ferner ist für jede natürliche Zahl n und jedes a aus K nach (1) und (5) 

(e -f- ••• + e) a = ea -f- ••• ea — ae ••• -j- ae = a(e + ••• + e). 

»—mal »—mal 

Aus xa = ax folgt ax- 1 = ar 1 a (falls x 4= o), und aus xa = ax und ya = ay folgt 
xya — axy\ mithin sind alle positiven rationalen Elemente aus K mit jedem Element 
aus K vertauschbar. Es seien nun a, b zwei beliebige Elemente aus K. Da (14) und 
(15) sogar in beliebigen Ringen gelten, brauchen wir nur den Fall a > o, b > o zu 
betrachten. Es sei s > o (e d K) beliebig und c d K so gewählt, daß a < c, b < c. 
Wegen (26) existieren in K rationale Elemente r ti r 2 , r 3 , r 4 , so daß 

o<r t <a<r 2 , o < r 3 < b < r 4 < c, r 2 — r x < r 4 -r 3 <^-. 

2a 2c 

Dann ist nach (21) 


r x r 2 < ar 3 = r 2 a <ba< r 4 a = ar 4 < r 2 r 4 


und analog r 3 r x < ab < r 4 r 2 , also folglich 


|ab — ba\ < r 4 r 2 — r 3 r x 


Da e beliebig war, folgt ab — ba. 


4.2. Polynome 

Ist R ein Ring, so bildet die Menge R R aller Abbildungen von R in sich bezüglich der 
Operationen 

(/ + g) (a?) := f{x) + g{x)> (/ • g) (®) := fix) • g(x) {x d R,f,g d R R ) 
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wieder einen Ring. In diesem Ring erzeugt die identische Abbildung i R von R auf 
sich zusammen mit den konstanten Abbildungen f c (x) := c(x £ R,c £ R) den Unter¬ 
ring (P(.ß), +, •) der Polynomialfunlctionen in R. Ist R ein kommutativer Ring mit e, 
so wird jedes Element aus P(R) durch ein Polynom , d. h. einen Term P der Form 

( n 

oder kurz Z 

v=0 

mit a K =(= o oder durch das Null'polynom 0 := o • x° dargestellt. Die Zahl n heißt in 
diesem Fall der Grad des Polynoms P (grad( P)), und es sei auch grad{ 0) = 0 gesetzt. 
Die Polynome nullten Grades nennen wir konstante , die Polynome ersten Grades 
lineare und die Polynome zweiten Grades quadratische Polynome. Jedes Polynom P 
stellt eine gewisse Polynomialfunktion / dar, deren Wert an der Stelle x £ R wir mit 

m 

P(x) bezeichnen. Wird / durch P und g durch Q := Z fy,x^ dargestellt, so wird (mit 

fi —o 

bp = 0 für fi> m und a v = 0 für v > n) f + g durch 

max(m,n) 

(2) P *4- Q *— Z ( a v 4- fr») x ” 

v=0 

und / • g durch 

m*n i \ 

(3) P * Q := Z ( Z a v * xX 

x=0 \ V+fl—H } 

dargestellt. Dabei ist grad(P • Q) = grad( P) + Q), falls P, Q =)= 0 und R null¬ 

teilerfrei ist. 

Wie man leicht nachprüft, bildet die Menge P[x] der Polynome mit Koeffizienten 
aus R (eine gewisse Menge von Termen!) bezüglich der in (2) und (3) definierten 
Operationen einen kommutativen Ring mit e, falls R selbst ein solcher Ring ist. 

enthält in Gestalt der konstanten Polynome einen zu R isomorphen Unterring. 
Ist R nullteilerfrei, so ist es auch P[x]. Die Zuordnung zwischen den Polynomen und 
den durch sie dargestellten Polynomialfunktionen ist jedoch unter den bisher ge¬ 
machten Voraussetzungen im allgemeinen nicht eineindeutig, d. h., verschiedene 
Polynome können die gleiche Funktion darstellen, können wertverlaufsgleich sein. 

Im folgenden sei R immer ein Integritätsbereich mit e. 

Satz 1. Es sei P 6 *M, p * o und x 0 6 R mit P(x 0 ) = o. Dann ist P {im Sinne des 
Ringes P[x]) ein Produkt der Form (x — x 0 ) • P' mit grad{ P') = grad{P) — 1. 

B eweis. Für P der Form (1) und zunächst beliebiges x 0 ergibt sich aus dem An¬ 
satz 

(4) JT a v x* = (x — Xo) • Z + d 

v=0 ft=0 
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durch Koeffizienten vergleich die Lösung 
^«-1 = 0 > n , 

^ n -2 = ®»—1 ~b *^ 0 ^ n — 1 j 
• * • 

6 0 = «i -f- a^, 
d q>q - f - x^Öq. 

d. h., jedes Polynom P =f= 0 ist durch jedes Polynom der Form x — x 0 mit konstan¬ 
tem Pest d teilbar. Für x = x Q ist nun nach Voraussetzung (P{x 0 ) = o) die linke Seite 
von (4) gleich o, und folglich muß auch d = 0 sein. 

Folgerungen. 

a) Ist P{Xi) — o für 'paarweise verschiedene # 0 , X \,..., x k 6 R, so ist 
(5) P = (x — x 0 ) (x — x^ (x — x k ) P'. 

Dies folgt durch Induktion über 1c aus Satz 1, der den Anfangsschritt liefert. Ist die 
Behauptung schon für k richtig und x k+l eine von x 0 ,..., x k verschiedene Nullstelle 
von P , so ist für x = x k+l die linke Seite von (5) gleich o ; auf der rechten Seite ist 
wegen der Nullteilerfreiheit von R einerseits (x k+l — x 0 ) ♦ • • (x k+ i — x k )^o und anderer¬ 
seits P'{x k+ 1 ) = o, worauf wieder Satz 1 anzuwenden ist. 

b) Jede durch ein Polynom n-ten Grades dargestellte Funktion hat höchstens n ver¬ 
schiedene Nullstellen. • 

Dies folgt unmittelbar aus a). Ebenso unmittelbar folgt aus b): 

c) Ist R unendlich , so stellt nur das Nullpolynom die identisch verschwindende 
Funktion dar. 

d) Ist R unendlich , so ist die Zuordnung zwischen Polynomen und dargestellten 
Funktionen eineindeutig und folglich wegen (2), (3) ein Isomorphismus zwischen ^[x] 
und Piß). 

Wir werden im folgenden nur unendliche Integritätsbereiche mit e betrachten und 
können daher die Polynome mit den durch sie dargestellten Funktionen identi¬ 
fizieren. 

Beweis von d). Es seien P, Q 6 i£[x], und es gelte P{x) — Q(x) für alle x 6 R. 
Dann ist P — Q eine Darstellung der Nullfunktion, folglich sind alle Koeffizienten 
von P — Q gleich 0 (nach c), und mithin ist P = Q. 

Ein Polynom P 6 -ß[x] heißt reduzibel in iJ[x], wenn P in der Form P = Q • S mit 
Q, S 6 i?[x] und 0 < grad(Q) < gradiß) (und damit auch 0 < gradiß) < gradiß), 
gradß) 2) darstellbar ist. Ein nicht konstantes Polynom, das nicht reduzibel in 
22[x] ist, heißt irreduzibel in ü[x]. (Auf konstante Polynome wenden wir diese Begriffe 
nicht an.) Offenbar folgt aus Satz 1, daß ein in i?[x] irreduzibles Polynom mindestens 
zweiten Grades keine Nullstelle in R hat. Übrigens ist der Zusatz „in i?[x]“ bei redu- 
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zibel bzw. irreduzibel wichtig; ist nämlich R' ein Unterring von R, so ist auch 7?'[x] 
ein Unterring von jR[x], und ein in iü'[x] irreduzibles Polynom hat in geeigneten, 
R' umfassenden Ringen R sogar immer Nullstellen. 

Das Problem der Zerlegung eines Polynoms (1) in nichttriviale Faktoren bzw. des 
Nachweises seiner Irreduzibilität führt auf einen Ansatz der Form 

n m n—m 

27 a„x v = 27 ♦ 27 c*x*, 0 < ra 

v=0 H =0 *=0 

und damit auf folgendes Gleichungssystem für die gesuchten b u und c y : 

&o c i “b ^i c o = ®i 

( 6 ) ^ 1^1 * 4 “ ^ 2^0 ~ 



Ist R der Ring Z der ganzen Zahlen, so ist (6) ein diophantisches Gleichungssystem 
(d. h. ein durch ganze Zahlen zu lösendes Gleichungssystem mit ganzzahligen Ko¬ 
effizienten). Hat es im konkreten Fall eine Lösung, so findet man diese mit Sicherheit, 
indem man sich alle (n -{- 2)-tupel (6 0 ,..., b m , c 0 ,c„_ m ) 6 Z B+2 in irgendeiner Weise 
durchnumeriert denkt (Z B+2 ist abzahlbar!) und sie der Reihe nach in (6)einsetzt. 
Dagegen ist bis heute kein allgemeines Verfahren für den Nachweis .der Unlösbarkeit 
von (6) und damit der Irreduzibilität von P bekannt. 1 ) Die zahlreichen sogenannten 
Irreduzibilitätskriterien sind hinreichende Bedingungen (an die a v ), die großen 
praktischen Nutzen haben, aber nur in speziellen Fällen anwendbar sind. 

Für m = 1 wird aus (6) (wir können a 0 4= o annehmen, da sonst P = x • P') 

&<A — a o 
b Q c x -j- &iCq = o>\ 

^ ^0 C 2 + ^1 C 1 = a 2 
• • • 


^0 c n-l + bl c n-2 — a n-l 
^l^n-1 — a if 

Auf Grund der eindeutigen Primfaktorzerlegung der ganzen Zahlen liefert die erste 
dieser Gleichungen endlich viele Möglichkeiten für b 0 , c 0 und die letzte analog endlich 
viele Möglichkeiten für b u c„_ x . Jede Kombination dieser Möglichkeiten verwandelt 


x ) Zum gegenwärtigen Stand der Theorie der diophantischen Gleichungen siehe Jtj. I. Chme- 
levskij, Zum zehnten Hilbertschen Problem. In: Die Hilbertschen Probleme, Akademische 
Verlagsgesellschaft Geest & Portig, Leipzig 1971. 
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die zweite bis n- te der Gleichungen (7) in ein lineares System für c t , c n - 1} das von 
oben nach unten eindeutig auflösbar ist. Also hat (7) genau dann eine ganzzahlige 
Lösung, wenn eine der endlich vielen Ausgangskombinationen zu ganzzahligen 
Lösungen c u c n . x führt, bei der der für c n _i erhaltene Wert mit dem Wert in der 
Ausgangskombination übereinstimmt. Da im Fall n = 3 allenfalls eine Zerlegung in 
einen linearen und einen quadratischen Faktor möglich ist, kann demnach insbeson¬ 
dere die Reduzibilität bzw. Irreduzibüität für Polynome dritten Grades aus Z[x] 
in einfacher Weise entschieden werden. 

Der Nachweis der Irreduzibüität eines Polynoms P 6 Q[x] in Q[x] kann auf den 
Nachweis der Irreduzibüität eines ganzzahligen Polynoms gleichen Grades zurück¬ 
geführt und daher für Polynome dritten Grades effektiv durchgeführt werden: 

Satz 2. a) Zu P € Q[x] existiert ein P' 6 Z[x] gleichen Grades, so daß P' genau dann 
in Q[x] reduzibel ist, wenn es P in Q[x] ist. 

b) Ist P' £ Z[x] in Z [x] irreduzibel, so auch in Q[x]. 

Beweis, a) P' erhält man aus P durch Multiplikation mit dem kleinsten gemein¬ 
samen Vielfachen (kgV) der Nenner der Koeffizienten von P. 

b) Ein ganzzahliges Polynom heißt eine Einheitsform, wenn seine Koeffizienten 
keinen echten gemeinsamen Teiler haben. Durch Ausklammern des größten gemein¬ 
samen Teilers (ggT) der Koeffizienten kann man offenbar jedes Polynom P 6 Z[x] 
als Produkt c • E eines konstanten Faktors c und einer Einheitsform E darsteüen, 
und diese Darstellung ist bis auf Vorzeichen eindeutig . Sind E^ E 2 Einheitsformen, 
so ist es auch E = Ei • E 2 . Zum Beweis nehmen wir an, p sei ein gemeinsamer Prim¬ 
faktor der Koeffizienten c t - von E. Da Ej und E 2 Einheitsformen sind, können nicht 
alle ihre Koeffizienten durch p teübär sein. Es sei a Vo der Koeffizient mit kleinstem 
Index in E x , der nicht durch p teilbar ist, b Mo der Koeffizient mit kleinstem Index in 
E 2 , der nicht durch p teilbar ist. Dann hat der Koeffizient c u+(l9 in Ej ♦ E 2 die 
Gestalt 


c vb“o — + ^o+i^o-i + “* + <VA 0+ 1 + *••• 

Da die linke Seite und alle Summanden der rechten Seite außer a v b ho durch p teilbar 
sein sollen, erhalten wir einen Widerspruch. Nun sei P £ Z[x] in Q[x] reduzibel, 
d. h., es existieren Polynome Q, S € Q[x] mit grad(Q), gradiß) > 0 und P = Q • S. 
Nach dem Bewiesenen gibt es Einheitsformen E, E x , E 2 und positive ganze Zahlen 
a, b, c, d, e, so daß 

( 8 ) P = c • E, Q = - 7 - • E,, 8=4-^. 

0 d 

Da P = Q . S, Ej • E 2 Einheitsform und die Darstellung ( 8 ) von P eindeutig ist, 

folgt e= ——- und damit P = (e • Ei) • E 2 , d. h., P ist in Z[x] reduzibel. 
b • d 
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Für den folgenden Abschnitt benötigen wir 

Satz 3. Ist K ein Körper , so existieren zu Pi, P 2 6 Ül[x] mit P 2 4= 0 Polynome Q, 
R 6 A[x], so daß 

(9) Pj = Q . P 2 -f- R und grad( R) < grad( P 2 ). 

n m 

Zum Beweis setzen wir P x = £ a, v x y , P 2 = JT mit b m =1= o. Ist m > n, so ist 

v=0 fi=0 

Pj = 0 • P 2 + Pi eine Darstellung der Form (9). Ist m ^ n, so ist 

P, = — X”-” • P 2 + /p, - — X»-™ .p 2 \ 
bm \ b m I 

mit 

grad(R>i) = grad^P 1 — ~~ x n-m • P 2 j ^ n — 1. 

Wiederholung dieser Umformung mit R x statt P x usw. liefert nach k Schritten 

Pi = (Cjx”“” 1 4-+ Cic )• P 2 + Rfc +1 mit grad(R k+1 ) < m. 

Satz 3 liefert die Begründung für eine zur Teübarkeitstheorie der ganzen Zahlen 
analoge Teilbarkeitstheorie im Ring K\x\. Die konstanten Polynome =J= 0 spielen 
hier die Rolle der Zahlen 1 und —1. Sie sind algebraisch charakterisiert als „Ein¬ 
heiten“, d. h. als Ringelemente, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Mehrfache 
Anwendung von Satz 3 liefert zu beliebigen Polynomen P x , P 2 4= 0 Polynome P 3 ,..., 
P n und Qi,..., Q n _i (n ^ 2), so daß gilt: 

Pi = QiP 2 + P 3 mit P 3 4= 0 und grad{ P 3 ) < grad{ P 2 ), 

P 2 = Q 2 P 3 -f P 4 mit P 4 4= 0 und grad( P 4 ) < grad{ P 3 ), 

(10) 

P »-2 = Q„- 2 P n -i + P n mit P„ 4= 0 und grad(P n ) < grad{ P w _ x ), 

P»-l ~ Qn-lPn* 

Vom letzten vom Nullpolynom verschiedenen Polynom P rt beweist man leicht, daß 
es in folgendem Sinne ein größter gemeinsamer Teiler von P x , P 2 ist: 

a) Es existieren R x , R 2 £ A[x], so daß P x = R X P„, P 2 = R 2 P„. 

b) Ist auch P im Sinne von a) ein gemeinsamer Teiler von P x , P 2 , so existiert ein 
R 6 A[x] mit P n = RP. 

Aus (10) entnimmt man überdies, daß für i = 1, ..n — 2 das Polynom P i+2 
eine Linearkombination von P$ und P l+1 ist, und hieraus folgt durch sukzessives Ein¬ 
setzen, daß P n in der Form SjPj 4“ S 2 P 2 darstellbar ist. Sind P x , P 2 teilerfremd, d. h., 
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haben sie nur konstante Faktoren gemeinsam, so existieren also Polynome S 1? S 2 
6 K[x] mit SjPi + S 2 P 2 = 1, wobei natürlich auch umgekehrt Polynome P 1? P 2 
mit dieser Eigenschaft teilerfremd sind. 


4.3. Adjunktion, komplexe Zahlen 

Ist K 0 ein Unterkörper des Körpers R der reellen Zahlen, so heißt x 6 R \ K 0 
algebraisch vom Grade n (n ^ 2) über K 0 , falls x Nullstelle eines in ÜT 0 [x] irreduziblen 
Polynoms n- ten Grades ist. Ist x £ R\ K 0 von keinem Grade algebraisch übet K 0> 
so heißt x transzendent über K 0 . Die über Q algebraischen bzw. transzendenten reellen 
Zahlen nennt man kurz algebraische bzw. transzendente Zahlen . Ist x 0 algebraisch über 
so wird durch die Eigenschaften 

(1) a) P 0 € K 0 [x], 

b) P 0 (« 0 ) = 0, 

c) P 0 ist irreduzibel in K 0 [x], 

»-1 

d) P 0 = x w + Z a v* v 

v=0 

eindeutig ein Polynom P 0 festgelegt; es heißt das definierende Polynom von x ü , und 
P 0 (x) = 0 heißt die definierende Gleichung für # 0 . 

Zum Beweis nehmen wir an, es sei P 2 ein festes Polynom minimalen Grades mit 
P 2 (# 0 ) = 0 und Pi ein beliebiges Polynom mit den Eigenschaften (la, b, c, d). Nach 
4.2., Satz 3, güt Pj — Q ♦ P 2 + E. mit grad(R) < grad( P 2 ). Für x = x 0 folgt daraus 
zunächst R(rr 0 ) = 0, und daher muß wegen der Minimalität des Grades von P 2 das 
Polynom R das Nullpolynom sein. Dann ist aber wegen der Irreduzibilität von P x 
das Polynom Q eine Konstante c, und aus (ld) folgt c = 1. Also ist Pi = P 2 , was zu 
zeigen war. 

Ist M Q R\ K 0 , so kann man den Körper 

K 0 (M) fi {K: K Unterkörper von R und K q \j M gl} 

bilden. Seine Konstruktion bezeichnet man als (mengentheoretische) Adjunktion von 
M zu K 0 . Statt K 0 ({a; 0 }) schreibt man auch kurz K 0 (a; 0 ). 

Satz. Ist x 0 algebraisch vom Grade n über K 0 , so ist 

(2) Kq{xq) = {P(x 0 ) : P € K 0 [x] und grad{ P) ^ n — 1 ). 

Für den Beweis bezeichnen wir die rechte Seite von (2) mit K. Offenbar ist K ü 
K 0 (x 0 ) und K 0 u {rr 0 } Q K. Es genügt daher zu zeigen, daß K ein Körper ist. Nicht- 
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trivial ist von dieser Behauptung nur 

a) Wenn x,y £ K, so xy £ K. 

b) Wenn x £ K und x 4 0, so x~ l £ K. 

Zu a). Es sei P 0 das definierende Polynom von x 0 , x = Pi(# 0 ), y = P 2 (rr 0 ) mit 
P l5 P 2 £ K 0 [x] und gradi^i) ^ n — 1, grad{ P 2 ) 5^ n — 1. Nach 4.2., Satz 3, existieren 
Polynome Q, R £ A 0 [x] mit P X P 2 = QP 0 4 R und grad(R) ^ n — 1. Wegen P 0 (# 0 ) = 0 
folgt daraus x ♦ y = R(# 0 ) £ K. 

Zu b). Ist P(# 0 ) £ K y P(#o) 4= 0, so sind P und P 0 teilerfremd, da P 0 irreduzibel ist 
und wegen grad( P) < grad( P 0 ) kein Teiler von P sein kann. Folglich existieren nach 
Abschnitt 4.2. Polynome S, S 0 £ üT 0 [x], so daß SP 4 SoP 0 = 1. Wegen P 0 (# 0 ) = 0 ist 
* 1 

dann S(# 0 ) ♦ P(# 0 ) = 1, d. h. S(# 0 ) = -. Wiederum nach Abschnitt 4.2., Satz 3, 

P(*o) 

existieren Polynome Q, R £ A 0 [x] mit S = QP 0 4 R und grad(R) — 1, so daß 

S(x 0 ) — R(a? 0 ); also ist in der Tat —-— £ K. 

P(^o) 

Als Beispiel betrachten wir den folgenden Fall: Es sei c £ K 0 , und das (im Fall 
c > 0 in R existierende) positive Element d mit d 2 = c sei nicht Element von K 0 . 
Dann ist nach (2) ( 

K 0 (Jl) = K„(d) ={a + bfc: a,beK„}, 
und es gilt: 

[a x + b x ]/c) 4 (a 2 + 6 2 ]/c) = {a x + a 2 ) + (b x 4 b 2 ) } lc, 

(3) (a x 4 b x j/c) • (a 2 + b 2 j/c) — (a x a 2 + b x b 2 c) 4 ( a x b 2 4 a 2 b x ) |/c, 

1 a — 6]/c a b 

a + 6 j/c [a 4 bfc)(a - bfc) « 2 “ b 2 c a 2 - b 2 c * C 

(falls (a, b) 4 (0, 0)). 

Dabei ist a 2 — b 2 c 4 0, da sonst j/c £ K 0 wäre. 

Die Kenntnis der Struktur von K 0 (x 0 ), insbesondere vonK 0 (|/c), gibt uns die Mög¬ 
lichkeit, zu gegebenem Körper K 0 und Polynom P 0 £ K 0 [x] mit den Eigenschaften 
(la, b, c, d) auch dann einen minimalen Körper K 0 (x 0 ) zu konstruieren, der K 0 um¬ 
faßt und in dem P 0 eine Nullstelle x 0 hat, wenn die Existenz eines umfassenden 
Körpers für K 0 und x 0 nach Art von R noch nicht bekannt ist. Man hat in diesem 
Fall K 0 (x 0 ) als Menge aller Terme der Form a Q 4 a i x o 4 •** 4 a n-i^o -1 nnd die 
Operationen 4» • in Kq(x 0 ) nach den aus (2) folgenden Überlegungen (z. B. im Fall 

Xq = j/c gemäß (3)) zu definieren. Diese Konstruktion von K 0 (x 0 ) bezeichnet man (im 
Gegensatz zur mengentheoretischen Adjunktion) als symbolische Adjunktion von x 0 
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zu K 0 . Im Fall einer zu adj ungierenden endlichen Menge kann man offenbar die 
mengentheoretische Adjunktion durch eine mehrfach wiederholte symbolische/ 
Adjunktion ersetzen. 

Wichtigstes Beispiel für eine symbolische Adjunktion ist die übliche Konstruktion 
des Körpers C der komplexen Zahlen als R(i) {a 4- bi: a, b 6 R}. In diesem Fall 
liefert (3) (mit c = —1): 

( a i 4* &i^) + (a 2 4* b 2 i) {a x + a 2 ) + (&i + ^ 2 ) h 
(a x + b x i) • (a 2 + b 2 i) := ( a x a 2 — b x b 2 ) 4- ( a x b 2 4- a 2 b x ) i, 

und man bestätigt durch direkte Nachprüfung der Axiome, daß {C, -f, •) wirklich 
ein Körper ist. 

Wir vermerken hier ohne Beweis die folgende wichtige Eigenschaft des Körpers 
der komplexen Zahlen: 

Jedes nichtkonstante Polynom P 6 C[x] ist in C[x] ein Produkt von Linearfaktoren, 
d. h., jedes Polynom n -ten Grades (n 1) hat in C (bei Berücksichtigung ihrer Viel¬ 
fachheit) genau n Nullstellen. Insbesondere hat in C jede Gleichung der Form 
x n = z bei gegebenem z £ C \ {0} genau n verschiedene Lösungen (den Beweis ihrer 
Verschiedenheit werden wir in einem späteren Kapitel (vgl. Abschnitt 9.2.) nach¬ 
holen), die wir gemeinsam mit dem Symbol ]jz bezeichnen. Demnach ist ]/" eine in C 
definierbare w-deutige einstellige Operation. 

Sind x X) ...,x n die n (nicht notwendig verschiedenen) Nullstellen des Polynoms 

«—i 

x M -f- a v x', so liefert der Koeffizientenvergleich in 

v=0 


n—1 

4- £ a, v x v — 


v=0 


(x x x ) (x — x 2 )— (x-x„) 


die Vietaschen Formeln 


n 

a n -\ = £ 

i =1 


a n -2 — x i x j> 

i=¥j 


«i = (- 1)”“ 1 £ * 1 .— 

paarweise verschieden 


«0= (—— «n- 


5 Schreiber, Konstruktionen 



66 


Teil I. Hilfsmittel 


Insbesondere wird im Fall a v — 0 (1 ^ v £=* n — 1), a 0 = — c (d. h. für das Polynom 

x n — c), wenn ]/c (1 ^ i ^ ra) die ra verschiedenen Werte des Symbols ]lc bezeichnet: 
(0 


£ Y° = o,z n-n=o,..., = 

*=1(0 »=H(0 (;) i=l <*) 

also z. B. im Fall ra = 2: 


- -C, 

( 1 ) ( 2 ) 



was für positives reelles c die bekannte Tatsache einschließt, daß eine der beiden 
Quadratwurzeln aus c positiv und die andere negativ ist. Dies erlaubt es uns, für 
positives reelles c — wie in der Elementarmathematik üblich — statt des zwei¬ 
deutigen Symbols |/c auch ± Vc zu schreiben. Wir verabreden dabei, daß im folgenden 
]/c nur für den Fall definiert ist, daß der Radikand positiv reell ist, und dann den 

positiven der beiden Werte von \c bedeutet. 


4.4. Quadratwurzelausdrücke, Radikale, Lösungsformeln für 
Gleichungen 

Unter einem rationalen Ausdruck r(x l5 ..., x w , a x ,..., a m ) verstehen wir einen Term, der 
aus den Variablen x x ,..., x n und den Konstanten a x ,..., a m zur Bezeichnung spezieller 
komplexer (reeller, rationaler, ganzer usw.) Zahlen und den Operationssymbolen 
-1 entsprechend der allgemeinen Termdefinition (vgl. Kap. 2.) bei Verwen¬ 
dung der üblichen Klammersparungen aufgebaut ist, wobei in Anwendungsbeispielen 
der Quotient auch wie üblich unter Verwendung des Bruchstrichs geschrieben wird. 
Ist K ein beliebiger Unterkörper von C, so daß a % € K (i — 1,..., m), so stellt 
r(x x ,..., x n , a x ,..., a m ) eine ra-stellige partielle Operation in K dar. Der Definitions¬ 
bereich dieser Operationen wird dadurch eingeschränkt, daß eine der Grundoperatio¬ 
nen, nämlich _1 , partiell ist. Ein rationaler Ausdruck hat daher nur für solche Argu¬ 
mentwerte (»|,..., x n ) einen Sinn, d. h. einen Wert, für die alle in r vorkommenden 
Teilnenner von Null verschieden sind. 

Unter einem Quadratwurzelausdruck q(x 1} ..., x n , a x ,..., a m ) verstehen wir analog 
einen Term, der aus den Variablen x x ,..., x„, den Konstanten a x ,..., a m zur Bezeich¬ 
nung spezieller reeller Zahlen und den Operationssymbolen -f-, —, -1 und }f auf¬ 

gebaut ist. Ist K ein beliebiger Unterkörper von JR, so daß a % ^_K (i = 1,..., m), so 
stellt q(x x ,..., x„, a x ,..., a m ) eine ra-stellige partielle Operation in K dar, deren Defi¬ 
nitionsbereich durch die Bedingungen eingeschränkt ist, daß bei festen x 1} ..., x n 
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alle auftretenden Teilnenner von Null verschieden und für alle Teilterme der Form 

l/t(x x ,x n ) sowohl £(x x , x n ) 0 als auch ^t(x x ,..., x n ) £ K sein muß. 

Unter einem Radikal q (x 1} ..., x n , a x ,..a m ) verstehen wir schließlich einen Term, 
der aus den Variablen x x ,.. x n) den Konstanten a x ,..., a m zur Bezeichnung spezieller 
komplexer Zahlen und den Operationssymbolen , •, -1 , f sowie den Symbolen 

}/ zur Bezeichnung der mehrdeutigen Wurzeloperationen in C aufgebaut ist. Ent¬ 
hält q jeweils m n Symbole f (n — 2,..., k), so stellt q bei jeder Einsetzung von (# x ,..., 
x n ) aus dem Definitionsbereich von q im allgemeinen p(q) = 2 m »3 m » k mk (nichtnot¬ 
wendig paarweise verschiedene) komplexe Zahlen, also insgesamt eine partielle n- 
stellige und maximal p(^)-deutige Operation in C dar. Der Definitionsbereich des 
Radikals q wird dadurch eingeschränkt, daß alle vorkommenden Nenner von Null 
verschieden sein müssen und alle unter einem Symbol )f (ohne Wurzelexponenten!) 
stehenden Teilradikale bei der betreffenden Einsetzung für die Variablen wenigstens 
einen nichtnegativen reellen Wert haben müssen (vgl. die Bemerkung am Ende von 
Abschnitt 4.3.). 

In allen drei vorangehenden Definitionen soll der Fall n = 0 nicht ausgeschlossen 
sein. Der rationale bzw. Quadratwurzelausdruck heißt dann konstant , da er ein festes 
Element aus K darstellt (falls er nicht sinnlos ist). Auch ein Radikal, in dem keine 
Variablen Vorkommen, wollen wir konstant nennen, obwohl es im allgemeinen mehrere 
komplexe Zahlen darstllt. 

Über die Quadratwurzelausdrücke benötigen wir folgenden 

Satz 1. Zu jeder durch einen konstanten Quadratwurzelausdruck q(a x ,..., a m ) mit 
a { £ K (i = 1,...,m) dargestellten reellen Zahl a existiert eine Folge von reellen Ober - 

körpern K 0 — K, K 1} ..., K n) so daß für v = 0 1 gilt : K v+1 = K v mit 

c v £ K v , ] lc v ^ K v und a £ K n . (In diesem Fall heißt K n eine quadratische Erweiterung 
von K q .) 

Beweis. Es seien q 1} ..., q s endlich viele konstante Quadratwurzelausdrücke, so 
daß die in den q t - vorkommenden Konstanten sämtlich im Körper K 0 liegen. Wir 
denken uns die in den q t - insgesamt vorkommenden y~-Symbole in irgendeiner Weise 

]f,..., }T durchnumeriert, so daß i < j ist, falls )T in dem unter ]T stehenden Teil- 
i m i j 

ausdruck vorkommt, und beweisen durch Induktion über die Anzahl m der ins¬ 
gesamt vorkommenden }f-Symbole folgende Verschärfung von Satz 1: 

Zu beliebigen endlich vielen Quadratwurzelausdrücken existiert eine endliche Folge von 
Körpern der in Satz 1 beschriebenen Art, so daß alle durch die Ausdrücke dargestellten 
Zahlen in K n liegen. 

Für m — 0 leistet offenbar schon K 0 selbst das Verlangte. Kommen in q x ,..., q 5 
insgesamt m + 1 -Symbole vor und /" etwa in q x , so hat, da ~f eine „äußerste“ 

m+l m+1 

Wurzel ist, q x die Form r / y q (1) , q< 2 >,..., eines aus den Quadratwurzelaus- 

W+i / 


5* 
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drücken ]/ qW, q( 2 ),..., q( k ) durch rationale Operationen gebildeten Terms, und in 

m+1 _ __ 

q( x >,..q( fc ), q 2 ,..., q s kommen insgesamt nur die Wurzelsymbole |T, }T vor. 

1 m 

Daher existiert nach Induktionsannahme eine Folge der im Satz beschriebenen Art, 
so daß alle von qW,q( fc) , q 2 ,.q s dargestellten Zahlen in K n liegen. Falls auch 

iqü € K„, so leistet die Folge K 0 , K n das Verlangte, andernfalls verlängern wir 
diese Folge um K n+l := K n (]/^w). 

Sind t v (x 1} ..., x k) a 1} ..., a m ) (v = 0,..., n — 1) irgendwelche Terme von einer der 
oben behandelten Arten, in denen^ die Variable x nicht vorkommt, so heißt die 
Gleichung 

71 — 1 

(1) X« + E t„x’’ = 0 (7t ^ 2) 

v=0 

eine Gleichung n-ten Grades. Als Extremfälle erhalten wir die speziellen Gleichungen 
n-ten Grades 

(2) x« + 2> v x' = 0 (7t ^ 2), 

” =0 ft 

in denen die Koeffizienten a y Konstanten sind, und die allgemeine Gleichung n-ten 
Grades 

(3) x« -fzVvX” = 0 (7t ^ 2) 

v=0 

in der die Koeffizienten paarweise verschiedene Variable sind. Falls der Koeffizient 
von x” -1 gleich Null ist, erhalten wir die sogenannten kanonischen Gleichungen n-ten 
Grades 


(4) 


n—2 

+ E t,*” 

!> = 0 


= 0 


(7t ^ 2). 


Durch die lineare Substitution x = x 4- 



kann (1) auf (4) reduziert werden, d. h., 


7t 

unter Voraussetzung des genannten Zusammenhangs zwischen x und x erfüllt x 
genau dann (1), wenn x die aus (1) entstehende Gleichung der Form (4) erfüllt. 

Eine Gleichung der Form (1) heißt rationalreduzibel bzw. radikalreduzibel, falls es 
ein 77t (1 < 77t < ?t) und rationale Ausdrücke rj < 1) (x 1 ,..., a l5 r^Xj, ..., a l5 ...) 
bzw. Radikale ..., a 2 ,...), aj,...) (jz = 0,..., 77t — 1; v — 0,..., 

7t — 77t — 1) gibt, so daß die Terme 


tt —1 

/ m-1 \ 

/ n—m—1 \ 

x n + E tvX” und 

tx m E r? ) x' 4 ) 

[x n ~ m -\- E r ?Vj 

v=0 

\ l*—0 1 

\ o / 
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die gleiche Operation darstellen, d. h. den gleichen Definitionsbereich und an allen 
Stellen des gemeinsamen Definitionsbereichs den gleichen Wert haben bzw. (bei 
Radikalen) 

71 — 1 / 771 — 1 \ / 78 — 777 — 1 

x re + 2J tv*” und (x m + £ Q™ x-“) (x”~ m -f £ 

v =0 \ ju =0 / \ *'=0 

den gleichen Definitionsbereich und an allen Stellen des Definitionsbereichs wenigstens 
einen gemeinsamen Wert haben. 

Beispiele. 

1. Da für beliebige Elemente x, a eines beliebigen Körpers stets x 2 + 2 px + p 2 
= (x + p) 2 ist, die die Gleichung x 2 -f- 2px -J- p 2 = 0 (wobei p Variablencharakter hat) 
rationalreduzibel. 

2. Wegen 

^ +PX + 9 =L+^+y^^ q \L+^+-j^- q 

\ ( 1 ) ' \ ( 2 ) 



ist die allgemeine Gleichung zweiten Grades radikalreduzibel. 

Die Frage nach der Lösbarkeit der allgemeinen Gleichung (3) oder speziellerer 
Gleichungen der Form (1) durch Radikale, die eines der zentralen Probleme der 
klassischen Algebra darstellt, ist auf Grund des bereits diskutierten Zusammenhangs 
zwischen Reduzibilität von Polynomen einerseits und der Existenz von Nullstellen 
andererseits offenbar ein Spezialfall des Problems der Radikalreduzibilität. Bekannt¬ 
lich versteht man unter einer Lösung der Gleichung (3) oder einer Gleichung der Form 
(1) durch Radikale ein aus den Variablen und Konstanten, die in den Koeffizienten 
der gegebenen Gleichung Vorkommen (also im Fall (3) aus den Koeffizienten selbst) 
gebildetes Radikal, unter dessen Werten wenigstens eine Nullstelle der gegebenen 
Gleichung vorkommt. Die Existenz einer Lösung in diesem Sinne bedeutet Radikal¬ 
reduzibilität der gegebenen Gleichung, und zwar Abspaltung eines Linearfaktors. 
Wir wollen ferner ein Radikal eine starke Lösung der gegebenen Gleichung nennen, 
wenn deren sämtliche Nullstellen (im Bereich der komplexen Zahlen) unter den Werten 
dieses Radikals Vorkommen. 


P 2 / 2- 

3. Nach Beispiel 2 ist das Radikal — + T/P_ q eine starke Lösung der all¬ 

gemeinen Gleichung zweiten Grades mit komplexen Koeffizienten. 

4. Die Cardanosche Lösung der kanonischen Gleichung dritten Grades 


(5) x 3 + px -|- q = 0 


besagt, daß sich die Nullstellen dieser Gleichung unter denjenigen (im allgemeinen 
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neun) Werten des kubischen Radikals 



befinden, bei denen im ersten und zweiten Summanden verschiedene Werte des zwei¬ 
deutigen quadratischen Radikals eingesetzt sind. Demnach ist (6) eine starke Lösung 
von (5). Um dies zu beweisen, geht man folgendermaßen vor: Ist x 0 eine beliebige 
Lösung von (5), so seien u, v die (eventuell komplexen) Lösungen der Gleichung 


t 2 — x Q t — — — 0. Daher ist 
3 


(7) Xq = u + v, 

(8) — ■— = u • v, ' d. h. u 3 • v 3 = — 
und 

0 = x 0 3 -j- px o -f- q — (u v) 3 -j- p(u -j- v) + q = {u + v) (3 uv + p) + (u 3 + v 3 + {?)> 
d. h. wegen (8) 

(9) u 3 + v 3 = —q. 


Aus (9) und der zweiten Gleichung (8) folgt aber, daß u 3 und v 3 gerade die Lösungen 

der Gleichung z 2 + qz — (—) = 0 sein müssen, demnach ist x 0 = u 4- meiner der 
Werte des Radikals (6). \ ^ / 

5. Febbabi, ein Schüler Cardanos, zeigte, daß die Lösung der allgemeinen Glei¬ 
chung vierten Grades 


( 10 ) 


x 4 + ax 3 -f- bx 2 4- cx 4- d = 0 


auf die Lösung von Gleichungen höchstens dritten Grades zurückgeführt werden 
kann: (10) ist äquivalent zu 

( X 2 + | ^ = ^ _ b ) X 2 _ ° x _ d . 

Daher ist x eine Lösung von (10) genau dann, wenn für ein beliebiges y 

(11) (x 2 +^ x +yJ = ^- b^jx 2 — cx — d 4- 2^ 2 4 --jxjy + y 2 

güt. Man sucht nun y so zu bestimmen, ■ daß die rechte Seite von (11) die Form 
(Ax 4- B) 2 bekommt. Das führt auf 


a“ 


A 2 — 2y 4- —-b, B 2 = y 2 — d, 2AB = ay — c. 
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stfegen 4A 2 B 2 = (2AB) 2 erhält man für y die Gleichung dritten Grades 



2y 4- 


a 2 


4 



(y 2 - d) = (ay — c) 2 


bzw. 

(12) 8y 3 — by 2 + (2ac — 8d) y + (4bd — a 2 d — c 2 ) = 0, 

die als kubische Resolvente von (10) bezeichnet wird. Setzt man für y eine Lösung 
dieser Gleichung (die man nach Cardano als kubisches Radikal erhält, so wird (11) 
zu 

(** + f x + = (j/W + -j-- b • x + i/^räj a 

bzw. 

(x* + -|x + yj - (|/2y + - b • x + Y^dJ = 0. 

Demnach ist 

(13) x 4 + ax 3 + bx 2 + cx + d 

= ( x2 + f x + y + |/2y + -y-b-x + 

( x * + f * + y - ]/ 2 y +£. - b • x - Vy^d), 


d. h., (10) ist radikalreduzibel. Insbesondere können die Nullstellen von (10) als Null¬ 
stellen der quadratischen Faktoren von (13) durch Radikale dargestellt werden, wobei 
man sich für y das Lösungsradikal von (12) eingesetzt denken muß. Stellt das Radikal 
Rj die (im allgemeinen zwei) Nullstellen des ersten Faktors von (13) und R 2 die Null- 


steilen des zweiten Faktors dar, so ist x = 
Lösung der Gleichung (10). 


Ri 4~ R 2 V (Bi — R g ) 2 


sogar eine starke 


Ohne Beweis 1 ) nennen wir hier den 

Satz von Rtjfitnt und Abel. Die allgemeinen Gleichungen von höherem als viertem 
Grade sind nicU durch Radikale lösbar . 


Der Satz von Ruffini und Abel schließt natürlich nicht die Lösbarkeit spezieller 
Typen von Gleichungen höheren als vierten Grades durch Radikale aus. Es ist z. B. 


4 Einen Beweis dieses Satzes wie auch ausführlichere Darstellungen der Lösungsmethoden 
von Caedano und Ferrari findet man in [7]. 
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trivialerweise das Radikal yc eine starke Lösung der Gleichung x tt — c = 0. Er schließt 
insbesondere nicht die Lösbarkeit spezieller Gleichungen höheren als zweiten Grades 
durch quadratische Radikale bzw. Quadratwurzelausdrücke aus. Gerade diese Frage 
wird in der Theorie der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal eine entscheidende 
Rolle spielen. 

Satz von Gatjss. Hat eine irreduzible Gleichung n-ten Grades eine Lösung, die durch 
einen Quadratumrzelausdruck dargestellt wird, so ist n eine Zweierpotenz, d.h.n = 2 m . 

Der folgende relativ elementare Beweis geht auf Bieberbäch [2] zurück. Es sei 
P 6 ir 0 [x] ein in üT 0 [x] irreduzibles Polynom n-ten Grades und q ein aus Koeffizienten 
von P gebildeter Quadratwurzelausdruck, der eine Nullstelle von P(x) = 0 darstellt. 
Es sei ferner K 0 , K m eine Folge von Körpern der in Satz 1 beschriebenen Art, 

so daß q d K m ist. Da P in K 0 [x] irreduzibel, aber in üT OT [x] reduzibel ist, existiert ein 
erster Index k (0 < k ^ m), so daß P in K k reduzibel ist. Es sei P x d K A .[x] ein echter 

Faktor minimalen Grades von P. Ist K k = K k - X (j/c) mit c d K k ^ x , ]/c $ K k _ x , so kann 

r 

P t auf die Form P x = £ (a 6 -f b e iQ xe gebracht werden, und mit 

e=o ' r ' 

p n = E a e xe > p i 2 = E b e xe 
e=o q=o 

g iit : p, = p n + i^p 12 . Es sei P = P 1 P 2 . Dann erhalten wir für den anderen Faktor 

P 2 analog eine Darstellung P 2 = P 21 + ]/c • P 22 , wobei P n , P 12 , P 21 ^P 22 d ^-i[x]. 
Nun ist 

P = PiP 2 = (P 11 P 2 I + C * P 12 P 22) ~b ( P 11 P 22 4" P 12 P 2l) = Ql 4" V C Q 2 

mit Qi, Q 2 € -/£*_![x]. Wäre hierbei Q 2 nicht das Nullpolynom, so erhielte man für ein 
beliebiges x 0 d K k _ x mit # 2 (^ 0 ) 4= 0 aus P{x 0 ) = Q x (x 0 ) + l/c Q 2 (xq) den Widerspruch 
]/c d K k — X . Folglich ist P tl P 2 2 + Pi 2 P 2 i das Nullpolynom, woraus sofort folgt, daß 
auch P x := P„ - fc P 12 ein Teiler (und zwar gleichen Grades wie P x ) von P ist. 
Da P x und P x wegen der vorausgesetzten Minimalität des Grades von P x teilerfremd 
sind, ist daher auch PjPj ein Teiler von P. Da aber PjPj £ Ä' A ._ 1 [x] und P in K k _ x 

irreduzibel war, stimmt P bis auf einen konstanten Faktor mit PiP x überein, d. h., 
der Grad von P ist durch 2 teilbar. Falls grad(P x ) ^ 1, führt die Anwendung des 
gleichen Schlusses auf das in K k _ x irreduzible Polynom P x usw. auf die Behauptung; 

Sind x,y d C verschiedene Nullstellen des gleichen über einem Körper K 0 (=C 
irreduziblen Polynoms, so heißen sie zueinander konjugiert ( bezüglich K 0 , falls K 0 =j= Q)> 
Eine reelle Zahl x heißt platonisch über dem Körper K 0 Q R, wenn x aus Elementen 
von K 0 durch Anwendung der Operationen -f-, —, *, - 1 und ]T erhalten werden kann. 
Die Menge Plat(K 0 ) aller über K$ platonischen Zahlen ist offenbar ein Körper und 
stimmt mit der Menge aller derjenigen reellen Zahlen überein, die durch Quadrat- 



4. Algebra 


73 


Wurzelausdrücke mit Konstanten aus K 0 dargestellt werden. Ist Plat(K) — K, so 
heißt der Körper K 'platonisch. Ein Polynom P 6 i^[x] vom Grade n ^ 1 heißt 
platonisch-reduzibel bzw. -irreduzibel über K, je nachdem, ob P in Plat(K) reduzibel 
ist oder nicht. 

Eine reelle Zahl x heißt pythagoräisch über dem Körper K 0 Q R, wenn x aus Ele¬ 
menten von Kq durch Anwendung der Operationen +, —, •, -1 und Pyth(a,b) : = 

]/a 2 + b 2 erhalten werden kann. Die Menge Pyth(K 0 ) aller über K 0 pythagoräischen 
Zahlen ist offenbar ein Körper und stimmt mit der Menge aller derjenigen reellen 
Zahlen überein, die durch Quadratwurzelausdrücke mit Konstanten aus K 0 dar¬ 
gestellt werden, wobei nur Quadratsummen als Radikanden auftreten. Ist Pyth(K) 
= K, so heißt der Körper K pythagoräisch. Offenbar ist für beliebige reelle Körper 

K» 

Pyth( K 0 ) £ Plat(K 0 ). 

Wir wollen zeigen, daß im allgemeinen Pyth(K 0 ) cz Plat(K 0 ) ist. Dazu benötigen wir 

Satz 2. Entsteht K n aus K 0 durch Adjunktion von endlich vielen (hier aber im all¬ 
gemeinen komplexen) Quadratwurzeln wie in Satz 1, so daß das in Ül 0 [x] irreduzible Poly¬ 
nom P in K n eine Nullstelle hat , so zerfällt P in AT n [x] in Linearfaktoren, d. h., ist eine 
Nullstelle x 0 von P durch ein quadratisches Radikal q über K 0 darstellbar, so sind es 
auch alle dazu konjugierten Nullstellen. 

(Man erhält sie im Regelfall in Gestalt der restlichen Werte des gleichen Radikals q : 
Eine Gleichung G, der x 0 genügt, entsteht nämlich aus x — q durch fortlaufendes 
Auflösen nach „äußeren“ Wurzeln und nachfolgendes Quadrieren. Daher genügen 
mit x Q auch alle anderen Werte von q der Gleichung G. Falls also G irreduzibel ist, 
sind sie und nur sie zu x 0 konjugiert.) 

Der Beweis von Satz 2 ist im wesentlichen eine Wiederholung unseres Beweises 
des Satzes von Gauss. Man hat nur statt der jeweils adjungierten positiven Wurzeln 
aus positiven reellen Zahlen beliebige komplexe Quadratwurzeln zuzulassen. 

Aus Satz 2 folgt, daß die zu einer über K 0 pythagoräischen Zahl konjugierten 
Zahlen sämtlich reell sind,, da in einem „pythagoräischen Quadratwurzelausdruck“ 
nur Wurzeln aus Quadratsummen gezogen werden, Vorzeichenwechsel der vor¬ 
kommenden Wurzeln also keinen Teilradikanden negativ machen können. Diese 
Bedingung ist für platonische Zahlen im allgemeinen nicht erfüllt. Zum Beispiel ist 

X« := ySfjfH) € PUU(Q), 

jedoch sind die zu x 0 konjugierten Zahlen ]/2 (— ]/2 — l) imaginär, demnach 
x o $ Pyth(Q). Umgekehrt gilt der 

Satz von Artin. Jede über einem reellen Körper K 0 platonische Zahl, deren 
Konjugierte bezüglich K 0 sämtlich reell sind, ist über K 0 pythagoräisch. 

Für den Beweis sei der Leser auf [10, §37] verwiesen. ^ 




5. 


Ebene Geometrie 


5.1. Affine Inzidenzebenen 

Eine Interpretation der Sprache der ebenen Inzidenzgeometrie (vgl. Abschnitt 2.5.), 
d. h. eine Struktur der Form (P, G, /), wobei P die Menge der „Punkte“, G die 
Menge der „Geraden“ und / QPxö die „Inzidenzrelation“ dieser Struktur ist, 
heißt eine affine Inzidenzebene , wenn sie Modell des folgenden Axiomensystems ist: 

11. V P 1 P 2 P 3 ; Pi, p 2 > P 3 nicht kollinear, 

12. A pip 2 (pi 4= p 2 -► V !! g(p! € g a p 2 6 g)), 

13. A gV pip 2 (p! =j= p 2 a pj € g a p 2 € g), 

14. (Starkes Parallelenaxiom) A pg V!! g'(p € g' a g |[ g'), 

15. (tSatz von Desargues). 

Dabei haben wir zur Formulierung von II bis 14 die bereits in Abschnitt 2.5. behan¬ 
delten definitorischen Erweiterungen von^j benutzt. Die Formulierung von 15 er¬ 
fordert einige Vorbereitungen und wird später nachgetragen. 

Zunächst bemerken wir, daß auf Grund der Axiome 12 und 13 eine beliebige affine 
Inzidenzebene zu einer Struktur der Form (P, G, 6 ) isomorph ist, wobei G Q 2 P (vgl. 
Kap. 1.). Daher können wir zur Vereinfachung der Formulierungen und der Anschau¬ 
lichkeit halber annehmen, daß in den jeweils betrachteten affinen Inzidenzebenen die 
„Geraden“ Mengen von „Punkten“ sind und „€“ durch die Elementrelation inter¬ 
pretiert ist. Andererseits zeigt die in Abb. 1 dargestellte Interpretation, bei der jede 
„Gerade“ nur zwei Punkte enthält, daß es affine Inzidenzebenen gibt, die sich sehr 
von dem ursprünglich intendierten Modell der „Anschauungsebene“ unterscheiden. 
Die Existenz von wenigstens vier Punkten und sechs Geraden läßt sich leicht aus 
II bis 14 folgern, so daß die in Abb. 1 dargestellte affine Inzidenzebene das bis auf 
Isomorphie eindeutig bestimmte kleinste Modell von II bis 14 (und 15, das hier tri- 



5. Ebene Geometrie 


75 


vialerweise gilt) ist. Man beachte, daß im Sinne der Definition von „||“ die Gerade 
durch p l} p z die Parallele zu der Geraden durch p 2 , p 4 ist. Das minimale Modell zeigt 
also u. a., daß man aus II bis 15 noch nicht folgern kann, daß sich in einem Parallelo¬ 
gramm die Diagonalen schneiden. 



Wir kehren zur allgemeinen Theorie der affinen Inzidenzebenen zurück. Unter 
Bezug auf 12 definieren wir 

L(Pi, P 2 ) := *g(Pi € g a p 2 € g), falls p x 4= p 2 , 

und unter Bezug auf 14 definieren wir 

P(P>g) := «g'(p € g 'a g J[ g'). 

Auf Grund von 12 trifft für beliebige Geraden g lt g 2 genau einer der drei Fälle g x = g 2 , 
gi II g 2 > Vü p(p 6 gi a p 6 g 2 ) zu. Definieren wir: 

gx schneidet g 2 V !! p(p € gi a p € g 2 ), 

so gilt trivialerweise 

A gig 2 (gi schneidet g 2 -> V!! p(p 6 gi a p € g 2 )), 

und unter Bezug auf diese BEE definieren wir die „erste Schnittpunktoperation“ 

Si(gi>g 2 ) := «P(P € gi Ap 6 g 2 ), falls g x schneidet g 2 . 

Wir wenden uns nun der Formulierung des Satzes von Desabgttes zu. Dazu definieren 
wir zunächst 

P 1 P 2 P 3 zentralperspektiv zu p^p 2 p 3 

Vp(p, px, p( kollinear a p, p 2 , p 2 kollinear a p, p 3 , p 2 kollinear). 

Falls wenigstens zwei der drei Punktepaare p iy p\ (i — 1, 2, 3) aus verschiedenen 
Punkten bestehen, ist der Punkt p eindeutig bestimmt und heißt dann das Perspekti- 
vitätszentrum von pip 2 p z und p[p 2 p z > 

(1) P 1 P 2 P 3 achsenperspektiv zu p^p 2 p 3 :«*■ 

V P 4 P 5 P 6 (P 4) Ps> Pe kollinear a p x , p 2 , p 4 kolHnear a p' 2 , p 4 kollinear 
A Pi> P 35 P 5 kolhnear a pj, p 2 , p 5 kollinear 
A p 2 , p 3 , p 6 kollinear a p' 2 , p', p 6 kollinear). 
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Falls wenigstens zwei der drei Punkte p 4 , p 5 , p 6 eindeutig bestimmt und voneinander 
verschieden sind, ist durch p A , p 5 , p 6 eine Gerade g eindeutig bestimmt und heißt 
dann die Perspektivitätsachse von p x p 2 p 3 und p x p 2 p 3 . 

Im allgemeinen gilt nun 

(2) P 1 P 2 P 3 zentralperspektiv zu p^p^ 

P1P2P3 achsenperspektiv zu p^p^ 

(Abb. 2 a). 

Es kann jedoch Vorkommen, daß trotz vorhandener Perspektivitätsachse kein 
Perspektivitätszentrum existiert, weil die Geraden, deren Schnittpunkt es sein 
müßte, zueinander parallel sind, oder daß zwar ein Perspektivitätszentrum existiert, 
aber einige der Geraden, die sich paarweise auf der Perspektivitätsachse schneiden 
müßten, parallel sind. Die genauere Untersuchung der verschiedenen Fälle führt auf 
den folgenden Satz: 

Affiner Satz von Desargues. Ist p x p 2 pz zentralperspektiv zu p[p 2 p 3 {Fall a) oder 
existieren Geraden gi durch p ly p\ (i = 1, 2, 3), die paarweise parallel oder gleich sind 
{Fall b), so tritt einer der folgenden Fälle ein: 

<x) P\p 2 p 2 achsenperspektiv zu p{p 2 p' 3 . 

ß) Zwei der Punkte p 4 , p 5 , p 6 aus "Definition (1) existieren, und die beiden Geraden, die 
sich im dritten schneiden müßten, sind zu einer Geraden durch diese beiden Punkte 
parallel. 

y) Es existieren Geraden g x durch p 2 , p 3 , g[ durch p 2 , p 3 , g 2 durch p x , p 3 , g' % durch 
p[, Pz> 9z durch p x , p 2 , g 3 durch p{, p 2 , so daß g x j[ g[ und g 2 £ g' 2 und g 3 j[ g 3 . 

Umgekehrt zieht jede der Voraussetzungen ex), ß ), y) einen der Fälle a), b) nach sich. 

Die Abbildungen 2 a—f zeigen, daß tatsächlich alle Kombinationen der Fälle a), b) 
mit den Fällen oc), ß), y) eintreten können. Es sei noch bemerkt, daß eine Reihe weiterer 
Ausartungsfälle, die dadurch entstehen, daß gewisse der Punkte p x , p 2 , p 3 , p[, p 2 , p 3 
kollinear sind oder gar zusammenfallen, nicht gesondert dargestellt wurden, aber in 
den Definitionen der Begriffe zentralperspektiv und achsenperspektiv sowie im Satz 
von Desargues durch entsprechend vorsichtige Formulierung mit enthalten sind. 
In allen diesen Fällen folgt die Gültigkeit des Satzes übrigens bereits aus den Axio¬ 
men II bis 14. Der Satz von Desargttes folgt aus den üblichen Systemen räumlicher 
Inzidenzaxiome durch rein geometrische Überlegungen (vgl. [5]), ist jedoch unabhän¬ 
gig von II bis 14. Hilbert bemerkte als erster, daß seine Gültigkeit in einer affinen 
Inzidenzebene sogar notwendig und hinreichend für deren Einbettbarkeit in einen 
dreidimensionalen affinen Raum ist [10]. 

Der Satz von Desargues ist ein typisches Beispiel eines Satzes der affinen Geo¬ 
metrie, dessen Formulierung sehr schwerfällig wird durch die Fallunterscheidungen, 
die die eventuelle Parallelität gewisser sich im allgemeinen schneidender Geraden be¬ 
treffen. Derartige Sätze lassen sich wesentlich einfacher aussprechen, wenn man an- 
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nimmt, daß parallele Geraden sich „in einem uneigentlichen Punkt schneiden“ und 
in der Formulierung nicht mehr ausdrücklich zwischen eigentlichen und uneigentlichen 
Punkten unterscheidet. Der Satz von Desargttes etwa reduziert sich dann sofort auf 
die einfache Form (2). Die folgenden Überlegungen zeigen, daß man dem zunächst 
nur abkürzenden Sprachgebrauch „uneigentlicher Punkt“ einen exakten mathe¬ 
matischen Sinn geben kann. 

Die Relation „][“ ist ihrer Definition zufolge reflexiv und symmetrisch. Das in 14 
als Teilaussage enthaltene schwache Parallelenaxiom 

14'. A pgg lg2 (p 6 gi a p 6 g 2 a g! || g a g 2 1| g gj = g 2 ) 

ist, wie man leicht erkennt, der Transitivität von „][“ äquivalent, und diese Äquiva¬ 
lenz zeigt vielleicht am deutlichsten von allen bekannten Äquivalenten die Rolle des 
vieldiskutierten Parallelenaxioms im Gesamtaufbau der euklidischen Geometrie. 
Der andere Teil des starken Parallelenaxioms 14, der die Existenz wenigstens einer 
Parallelen zu einer Geraden durch einen Punkt aussagt, folgt (genau wie der Satz von 
Desargues) in der vollen ebenen euklidischen Geometrie aus den üblichen Kon¬ 
gruenz- bzw. Bewegungsaxiomen. Für die axiomatische Charakterisierung der affinen 
Ebenen werden jedoch 14 und 15 benötigt. 

Die Tatsache, daß „|| “ eine Äquivalenzrelation ist, ermöglicht es, jeder affinen 
Inzidenzebene 8 = (P, G, I) eine als projektive Abschließung von $ bezeichnete 

Struktur £? = (P, G, I) gleicher Signatur zuzuordnen: Für jede „Gerade“ g £ G sei 
g die Äquivalenzklasse von g bezüglich der Parallelgleichheit, und es sei g u die Menge 

der Äquivalenzklassen g. Ferner sei P = P U g u und G = G U {</„}. Die neue 
Inzidenzrelation 1 sei definiert durch: 

(p, g) £ 1 genau dann , wenn (p, g) € I 

oder (p € g u und g — g u ) 
oder (p 6 g u und g € p). 

Bezeichnet man wie üblich die Äquivalenzklassen g paralleler Geraden als uneigent¬ 
liche Punkte und die Menge g u dieser Äquivalenzklassen als uneigentliche Gerade , so 
ist die ursprüngliche Inzidenzrelation demnach durch die Festlegung ergänzt, daß 
auf der uneigentlichen Geraden genau die uneigentlichen Punkte liegen und daß jede 
Gerade denjenigen uneigentlichen Punkt, dem sie als Element angehört, als Punkt 
enthält. Insbesondere schneiden sich daher parallele Geraden einer affinen Inzidenz¬ 
ebene in deren projektiver Abschließung in einem uneigentlichen Punkt. 




5. Ebene Geometrie 


79 


5.2. Projektive Inzidenzebenen 

Eine Interpretation der Sprache der ebenen Inzidenzgeometrie, d. h. eine Struktur 
(P', G', F), wobei P' die Menge der „Punkte“, G' die Menge der „Geraden“ und, 
F £P'X G' ist, heißt eine projektive Inzidenzebene , wenn sie Modell des folgenden 
Axiomensystems ist: 

PI. V P 1 P 2 P 3 P 4 ; Pi> P 2 , Ps> P 4 in allgemeiner Lage, 

P2. A pjp 2 (pi =t=p 2 ->V!!g(p 1 €gAp 2 eg)), 

P3. A g V P 1 P 2 P 3 (Pi> p 2 , Ps paarweise verschieden a pj 6 g a p 2 6 g a p 3 € g), 

P4. Agxgafgj =Ng 2 -^V!!p(pegi Ap€g 2 )), 

P5. {Projektiver Satz von Desargttes) 

A PiP 2 P3PiP 2 P3 (P1P2P3 zentralperspektiv zu pip 2 p 2 
PiP 2 p3 achsenperspektiv zu pip^)- 

In den Formulierungen von PI bis P5 und im folgenden benutzen wir alle Definitionen 
von Relationen aus Abschnitt 2.5. und 5.1. sowie (auf Grund vonP2)ungeändert die 
Definition der Operation L. Die erste Schnittpunktoperation S 2 ist wegen P 4 in der 
projektiven Geometrie durch 

Si(gi> g 2 ) := «P(P € gi a p 6 g 2 )> falls gj =f= g 2 , 

zu definieren. Wegen P2 und P3 ist auch jede projektive Inzidenzebene zu einer 
Struktur der Form (P', G', 6) mit G' ü 2 P ' isomorph. 

Satz. Die projektive Abschließung einer beliebigen affinen Inzidenzebene ist eine 
projektive Inzidenzebene . Ist umgekehrt (P', G', F) eine beliebige projektive Inzidenz¬ 
ebene , g u £ G' eine beliebige ihrer Geraden , P — [p\ p € P' und (p, g u ) ^ /'}, G = G'\ 
{g u } und I — I' C\ {PXG), so ist (P, G, I) eine affine Inzidenzebene. Führt man die 
letzte Konstruktion insbesondere an der projektiven Abschließung einer beliebigen 
affinen Inzidenzebene ö mit einer beliebigen {nicht notwendig der uneigentlichen) Ge¬ 
raden g u aus , so ist die erhaltene affine Inzidenzebene isomorph zur Ausgangsebene 8. 

Der erste Teil dieses Satzes ist fast trivial, da der Begriff der projektiven Inzidenz¬ 
ebene offenbar von den Eigenschaften der projektiven Abschließungen affiner Inzi¬ 
denzebenen abstrahiert wurde. Der zweite Teil enthält neben der Aussage, daß man 
die projektiven Abschließungen ihrerseits axiomatisch charakterisieren kann, den 
zunächst überraschenden Sachverhalt, daß die uneigentliche Gerade und die un¬ 
eigentlichen Punkte einer affinen Inzidenzebene, dieser einmal „hinzugefügt“, ihre 
Sonderrolle verlieren, d. h. in der projektiven Abschließung durch keine aus dem 
Grundbegriff Inzidenz definierbare Eigenschaft mehr von den eigentlichen Punkten 
und Geraden zu unterscheiden sind. Erst die Aufhebung der Sonderrolle der un¬ 
eigentlichen Elemente bewirkt den Übergang von affiner zu projektiver Betrachtungs- 
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weise. Andererseits bedeutet der Satz, daß die Theorie der affinen und die Theorie 
der projektiven Inzidenzebenen im wesentlichen die gleichen mathematischen Struk¬ 
turen zum Gegenstand haben, daß projektive Geometrie nichts anderes als eine in 
yielen Fällen rationelle Methode des Studiums affiner Ebenen ist. 

Der etwas umfangreiche Beweis des Satzes, der aber keine besonderen Schwierig¬ 
keiten enthält, sei dem Leser überlassen. Wir bemerken statt dessen, daß man auf 
Grund des Zusammenhanges zwischen affinen und projektiven Inzidenzebenen die 
kleinste projektive Inzidenzebene (Abb. 3) als projektive Abschließung der in Abb. 1 
dargestellten kleinsten affinen Inzidenzebene erhält. Abb. 3 liefert die Ansatzpunkte 
für die meisten Beweisschritte des besprochenen Satzes. 



Der in Abschnitt 5.1. formulierte affine Satz von Desargues liefert — als Axiom 
15 genommen — sofort die Gültigkeit von P5 in der projektiven Abschließung einer 
affinen Inzidenzebene für die Fälle, in denen die Punkte p l5 p 2 , p 3 , pi, p 2 , p 3 sämtlich 
eigentlich sind. Die Behauptung, daß in der projektiven Abschließung P5 gilt, 
schließt jedoch auch diejenigen affinen Spezialfälle ein, in denen einer oder mehrere 
dieser Punkte uneigentlich sind (also Fälle, auf die man ohne die Betrachtung der 
projektiven Abschließung vermutlich niemals kommen würde). Daher geben wir dem 
Axiom 15 sicherheitshalber folgende Kurzfassung: 

15. In der 'projektiven Abschließung gilt P5. 

Die interessante Frage, ob diese „allgemeinste Fassung des affinen Satzes von 
Desargues“ aus gewissen ihrer Spezialfälle folgt, d. h. 15 durch eine schwächere 
Formulierung ersetzbar ist, können wir hier aus Platzgründen nicht verfolgen. Über¬ 
haupt legen wir hier und im folgenden keinen Wert auf möglichst schwache oder gar 
unabhängige Axiomensysteme, sondern vielmehr darauf, daß die Rolle der einzelnen 
Axiome im Gesamtaufbau möglichst deutlich wird. 

Ersetzt man in einem Ausdruck H der (affinen oder projektiven) Inzidenzgeometrie 
alle Punktvariablen durch Geradenvariablen und umgekehrt und gleichzeitig die 
Inzidenz durch die inverse Relation, so erhält man den zu H dualen Ausdruck D(H). 
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Offenbar ist D(D(H)) = H. D(H) ist abgeschlossen genau dann, wenn H selbst ab¬ 
geschlossen ist. Das Beispiel 

I>(12). gi 4= g 2 -> V! !p(p € gi a p € g 2 ) (gleich P4) 

zeigt, daß die Dualisierung eines Satzes der affinen Inzidenzgeometrie im allgemeinen 
kein Satz der affinen Inzidenzgeometrie ist. Die Dualisierungen der Axiome PI bis 
P5 folgen jedoch sämtlich aus PI bis P5. Daraus folgt das Dualitätsprinzip der ebenen 
projektiven Inzidenzgeometrie: 

Ist H ein Satz der projektiven Inzidenzgeometrie (d. h. folgt H aus PI bis P5), so 
ist es auch D(H). 

Man erhält nämlich einen Beweis von D(H) aus den Dualisierungen der Axiome 
(die ja Sätze sind), indem man in einem Beweis von H alle Zwischenschritte duali- 
siert. 

Eine Aussage H der Inzidenzgeometrie heißt selbstdual , wenn D(H) und H äqui¬ 
valent sind. Der erste Teil des projektiven Satzes von Desahgtjes ist zum zweiten 
Teil (der Umkehrung) dual. Daher ist der Satz von Desargues in der Formulierung 
P5 selbstdual. 


5.3. Affine Ebenen 

Ist (P, G, I) eine affine Inzidenzebene und bezeichnet die Aussageform (pj, p 2 , p 3 ) 
eine dreistellige P-Relation Z((p 1? p 2 , p 3 ) wird gelesen: p 2 liegt zwischen pj und p 3 ), 
so heißt (P, G, I , Z) eine affine Ebene, wenn folgende Anordnungsaxiome erfüllt 
sind: 

Al. (pj, p 2 , p 3 ) -> pj, p 2 , p 3 kolhnear a pj, p 2 , p 3 paarweise verschieden, 

A2. (pj, p 2 , p 3 ) (p 3 , p 2 , pj) a (p 2 , pj, p 3 ), 

A3. Pi =h Pa V p 3 (pj, p 2 , p 3 ), 

A4. (Axiom von Pasch, siehe Abb. 4) 

Pu Pu Pa nicht kollinear Ap,^gAp 2 ^gAp 3 ^gA Vp(p6gA (Pi, p, p 2 )) 
-> V p'(p' € g a ((pj, p', p 3 ) v (p 2 , p', p 3 ))). 

Al bis A3 heißen die linearen Anordnungsaxiome. 1 ) 


x ) Zur Unabhängigkeit des Axioms von Pasch und zu dessen Rolle im Gesamtaufbau der 
euklidischen Geometrie vgl. folgende Arbeiten von L. W. Szczerba bzw. W. Szmielew: Bull. 
Acad. Polon. Sei., Ser. Sei. Math. Astronom. Phys. 18 (1970), 659—666 und 761—758, desgl. 19 
(1971), 213-215 und 469-474. 


6 Schreiber, Konstruktionen 




82 


Teil I. Hilfsmittel 



Erste wichtige Folgerungen aus Al bis A4 sind u. a. 

(!) Pi 4= Pa -> Vp 2 (p!, p 2 , p 3 ); 

(2) Pi, p 2 , Pa kollinear Pi = p 2 v p x = p 3 v p 2 = p 3 

v (Pi, p 2 , p 3 ) v (p 2 , Pi, p 3 ) v (pj, p 3 , p 2 ). 

((2) ermöglicht die definitorische Einführung der Grundbegriffe Gerade, Inzi¬ 
denz in affinen Ebenen und die Übersetzung der Inzidenzaxiome in zusätzliche An¬ 
ordnungsaxiome; vgl. Abschnitt 2.5.) 

(3) Pi> P 2 > P 3 nicht kollinear Ap!$gAp 2 $gAp 3 $g 

A V pp'(p e g A p' e g A (Pt, p, p 2 ) A (Pi, p', p 3 )) 

-1 V p"(p" 6 g A (p 2 ,p", p 3 )). 

((3) ist offenbar eine „Ergänzung“ zum Axiom von Pasch; vgl. Abb. 4.) In Zu¬ 
sammenfassung unendlich vieler Einzeldefinitionen definieren wir für n^> 4: 

(Pl> P 2 > P n) (Pl> P 2 , Pa) A (p 2 , p 3 , p 4 ) A — A (p„_ 2 , p R _!, p„) 

(gelesen :p 1? ..., p„ liegen in der angegebenen Reihenfolge auf einer Geraden). Dann 
gilt für 1 ^ i < j < k ^ n: 

(^) (Pl> •••>?») (Pe> Pf> P*)‘ 

Für die Beweise von (1) bis (4) und eine Reihe ähnlicher Sätze verweisen wir auf [4]. 

Der Grundbegriff „zwischen“ ermöglicht die Definition einer Reihe grundlegender 
elementargeometrischer Begriffe, im wesentlichen all derer, mit denen in einer schul¬ 
mäßig aufgebauten Geometrie anschaulich gearbeitet wird. Für verschiedene folgende 
Bedürfnisse stellen wir voran: 

M konvex A pip 2 p 3 (pi € M a p 3 6 M a (p x , p 2 , p 3 ) p 2 € M). 
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Zwar sind beliebige Punktmengen M nicht Gegenstand unserer Betrachtungen, aber 
wir werden diese Definition im folgenden für alle Arten von definierbaren Punkt¬ 
mengen verwenden. 

Pi 7 P 2 Pi $ g a p 2 g a V p(p € g a (pj, p, p 2 )) 

(gelesen: p x und p 2 liegen auf der gleichen Seite von g). Ist g eine beliebige Gerade 
einer affinen Ebene (P, G, €,Z), so ist ~ eine Äquivalenzrelation in P\g mit 
genau zwei Äquivalenzklassen. Dabei folgen Reflexivität und Symmetrie unmittel¬ 
bar aus der Definition, während die Transitivität dem Axiom von Pasch gleich¬ 
wertig ist. (Man vergleiche die Formulierung des Parallelenaxioms als Transitivität 
der Relation „][“!) Daß es wenigstens zwei nichtäquivalente Punkte gibt, folgt so: 
Nach II, 12 existieren zu jeder Geraden g Punkte p x g und p 2 6 g und nach A3 zu 
diesen Punkten ein Punkt p 3 mit (p u p 2) p 3 ). Offenbar ist dann p lf p 3 § g und 
—I Pi 7 Pa* Daß es nur zwei Äquivalenzklassen gibt, folgt sofort aus (3). Die beiden 
Äquivalenzklassen, in die eine Gerade g die Punktemenge P\g einer affinen Ebene 
(P, G, £,Z) zerlegt, nennen wir ( offene) Halbebenen , ihre Vereinigung mit der Geraden <7 
abgeschlossene Halbebenen. Eine bestimmte der beiden Halbebenen wird durch einen 
Repräsentanten festgelegt. Wir definieren 

Halbebene(g, p) :== |p': p' ~ p}, falls p $ g, 

insbesondere 

Halbebene(p l5 p 2 ; p 3 ) := Halbebene(L(pi, p 2 ), p 3 ), 

falls Pi, p 2 , p 3 nicht kollinear. 

Mittels „zwischen“ sind auch die Begriffe Strahl und Strecke definierbar: 

Strahl(pu p 2 ) := {p: p = Pl v (p t , p, p 2 ) v p = p 2 v (p x , p 2 , p)}, 

falls pj =f= p 2 . 

(Im Unterschied zu den sonst analogen Halbebenen ist es bei den Strahlen (Halb¬ 
geraden) zweckmäßig, den Anfangspunkt p x des Strahls als Punkt des Strahls an¬ 
zusehen.) Strecken werden, soweit sie nicht nur als Inbegriff ihrer Endpunkte auf¬ 
zufassen sind, analog zu den verschiedenen Typen von Intervallen reeller Zahlen 
bezeichnet: 

P 1 P 2 := {p: P = Pi v p = p 2 } (= {Pi, p 2 }), 

]Pi> P 2 [ : ={P- (Pi, P, P 2 )}, falls Pi 4 = p 2 , 

[Pi, P 2 [ := {p: p = Pi v (pj, p, p 2 )}, falls pj 4 = p 2 , 

usw. (In der Elementargeometrie spielt es nur selten eine Rolle, ob bzw. welche der 
Endpunkte einer Strecke man ihr zurechnet.) 


6 * 




84 


Teil I. Hilfsmittel 


Was die definitorische Einführung des Winkelbegriffs betrifft, so liegen die Schwie¬ 
rigkeiten weniger in der Präzisierung selbst als darin, daß in der anschaulichen Geo¬ 
metrie je nach dem gerade verfolgten Zweck verschiedene Winkelbegriffe neben¬ 
einander benutzt werden: orientierte und nichtorientierte Winkel, Winkel als „linien- 
hafte“ oder als „flächenhafte“ Gebilde usw. 

Der orientierte bzw. nichtorientierte Winkel als „linienhaftes“ Gebilde ist ein geord¬ 
netes Paar bzw. eine Zweiermenge von Strahlen Strahl (p 2> Pi)> Strahl(p 2 , Pz) mit ge¬ 
meinsamem Anfangspunkt p 2 . Wir bezeichnen ihn mit 4 c P1P2P2 bzw. <£ p x p 2 p 3 . Es 
ist also stets 

< P1P2P2 = < P2P2P1} 

aber 

^ P1P2P2 = ^ P2P2P1 

nur im Fall Strahl(p 2 , Pi) = Strahl(p 2 , p 3 ). Die durch einen (orientierten oder nicht- 
orientierten) Winkel P\P 2 p 3 gegebene Punktmenge 

W = Strahl(p 2 , p x ) u Strahl(p 2 , p 3 ) 

einer affinen Ebene (P, G, £, Z) zerlegt in ähnlicher Weise wie eine Gerade die 
Punktmenge P\W in zwei Klassen, die der flächenhaften Auffassung des Winkel¬ 
begriffs („Winkelräume“) entsprechen. Eine bestimmte von diesen beiden Klassen 
kann wieder durch einen Repräsentanten festgelegt werden (in der anschaulichen 
Geometrie durch Einzeichnen eines die Schenkel verbindenden Kreisbogens). Da die 
verschiedenen Aspekte des Winkelbegriffs im folgenden keine bedeutende Rolle 
spielen, gehen wir nicht weiter darauf ein. 1 ) 

Je drei nicht kollineare Punkte p i} p 2 , p 3 bestimmen ein „Dreieck“, wobei P\P 2 p 3 
im allgemeinsten Sinn ein Sammelbegriff für sehr viele Begriffe ist, die man mit Hilfe 
dreier nicht kollinearer Punkte definieren kann. Wir geben nur beispielshalber drei 
konkrete Definitionen an, die die „null- bzw. ein- bzw. zweidimensionale Auf¬ 
fassung“ präzisieren: 

Ao P 1 P 2 P 3 •*= {Pi, P 2 > P 3 }> falls Pi, p 2 , p 3 nicht kollinear, 

Ai P 1 P 2 P 3 := [Pi> P 2 [U[p 2 > P 3 [U]p 3 > Pi[, falls pi, p 2 , p 3 nicht kollinear, 

A2 P 1 P 2 P 3 •= Halbebene(pu p 2 ; p 3 ) O Halbebene(p 2 , p 3 ; pj) 

O Halbebene(p 3 , p x ; p 2 ), falls p x , p 2 , p 3 nicht kollinear. 

Ein affines Koordinatensystem (kurz AKS) ist ein Tripel (p 0) p lt p 2 ) nicht kollinearer 
Punkte. Der Punkt p 0 heißt der Ursprung , p t der erste Einheitspunkt, p 2 der zweite 
Einheitspunkt des AKS (p 0 , p x , p 2 ). Ist A ein beliebiges AKS einer affinen Inzidenz- 


x ) Siehe hierzu etwa B. Klotzes, Geometrie, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, 
Berlin 1971. 
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ebene, so sei für beliebige Punkte p 

(5) k x (A, p) := S t (P(p, L(p 0 , p 2 )), L{p 0 , p x )), 

hfA> P) •= Si(P{P, L{Po> Pi))> L{po, p^) (Abb. 5) 



II sichert die Existenz eines AKS in jeder affinen Inzidenzebene, I 4 hat zur Folge, 
daß die durch 

k{A, p) := (k^A, p ), k 2 {A, p)) 

definierte Abbildung nach Wahl von A eine eineindeutige Abbildung der gesamten 
Ebene auf die Menge L(p 0 , p x ) x L(p 0 , Pi) von Punktepaaren ist. Um aus dieser 
Abbildung ein Koordinatensystem üblicher Auffassung, d. h. eine eineindeutige 
Abbildung der betreffenden Ebene auf eine Menge von Zahlenpaaren (im Extremfall 
auf R 2 ) zu gewinnen, hat man ersichtlich nur die Punkte einer beliebigen Geraden g 
einer affinen Ebene, auf der zwei Punkte vorgegeben sind, durch Einführung einer 
Totalordnung und zweier binärer Operationen zu einem archimedisch geordneten 
Körper zu machen. Nach Abschnitt 4.1. ist dieser dann einem Unterkörper von R 
isomorph, und die Verkettung eines solchen Isomorphismus / mit den Abbildungen 
k t , k 2 liefert die Koordinaten von p bezüglich A: 

(6) K(A, p) := (f(k t (A, p)), p)). 

Die interessante Frage, wie weit dieses Programm ohne Benutzung des Grund¬ 
begriffs „zwischen“, d. h. schon in affinen Inzidenzebenen durchführbar ist, können 
wir hier nicht verfolgen. Bekannt ist, wie man im Rahmen der Kongruenzgeometrie 
die eineindeutige Zuordnung zwischen Punkten einer Geraden und reellen Zahlen be¬ 
züglich einer gewählten Einheitsstrecke herstellt. Weniger bekannt ist jedoch, daß 
die gesamte Theorie der Längenmessung, soweit sie nur Strecken einer festen Geraden 
betrifft, schon in der affinen Geometrie aufgebaut werden kann. 

Ein Tripel (g, p 0 ,Pi) mit p 0 , p t £ g und p Q =f= p x nennen wir im folgenden eine Achse 
mit dem Nullpunkt p 0 und dem Einspunkt p 1 . Es sei (g, p 0 , p x ) eine Achse. Fürp 2 , p 2 (ig 
definieren wir, zunächst unter Benutzung eines wegen II existierenden Hilfspunktes 
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p § g, eine Addition durch zweimalige Parallelverschiebung der gerichteten Strecke 
PoPa (Abb. 6): 

Pa +<p> Pa S,(g, P(Si(P{p, g), P{pz, L(p 0 , p))), L(p 2 , p))). 



9 


Abb. 6 


Es ist nun zu zeigen, daß die so definierte Operation von der speziellen Wahl des 
Hilfspunktes p unabhängig ist, d. h. 

P 2 +( P ) Pa = Pa +(p0 Pa für alle p 2 , p z <Z g und p, p’ $ g. 

Beim Beweis beziehen wir uns auf die Bezeichnungen der Abb. 6. Die Punktepaare 
(Po, Pa), (Pa, Pa +(p) Pa), {Pi, Pa +(p') Pa), (P, P) und (p' } p’) haben alle ein gemeinsames 
uneigentliches Perspektivitätszentrum. Da bei den Dreieckspaaren {PoP 2 p', PaPa +(p # ) 
PaP') und (PoPaP, PaPa +(p) PaP) jeweils zwei zugeordnete Dreiecksseifen nach Kon¬ 
struktion parallel sind, sind es nach dem Satz von Desähgues (Fall b,y) auch die 
dritten Seiten. Der gleiche Schluß, auf {paPP f , Pa +(p) PaPP') angewandt, ergibt, daß 
L(p 2 p') sowohl zu L(p 2 +( P ) p 3 , p') als auch zu L(p 2 +( P o Pa, p') parallel ist, folglich 
wegen der Eindeutigkeit der Parallelen durch p’ und ihres Schnittpunktes mit g: 

Pa ~b(p) Pa — Pa d“(p') Pa- 
Damit ist die Definition 

(7) Pa + Pa •= Pa +(p) Pa (für p 2 , Pa € g und p $ g beliebig) 

gerechtfertigt. Wir merken an, daß der Einspunkt p x der betrachteten Achse hierfür 
nicht benötigt wurde. 

Analog definieren wir nun, wiederum zunächst unter Benutzung eines Hilfspunktes 
p § g das Produkt zweier Punkte p 2 , p 3 € g (Abb. 7), 

Pa *(p) Pa := Si(g, P(Si(L(p 0 , p), P(p 2 , L(p u p))), L(p 2 , p))). 

Die Intention dabei ist, daß nach dem Strahlensatz 

PÖPl'P^l = P^’P^ = PÖP 2 --P&1, 

also 


PoPi = PqP 2 ‘ PoPa 
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ist, wenn man die Länge p^p x der Einheitsstrecke gleich 1 setzt. Bei Anerkennung des 
Strahlensatzes als Beweismittel würde sich aus dieser Idee sofort die Unabhängigkeit 
des definierten Produktes vom Hilfspunkt p ergeben. In der affinen Geometrie muß 
diese Unabhängigkeit jedoch durch ähnliche Schlüsse wie im Fall der Addition unter 
wesentlicher Benutzung des Satzes von Desakgues gezeigt werden. Dieser Beweis, 
der dem Leser überlassen sei, rechtfertigt die Definition 

(8) p 2 -p 3 •= Pz * ( P ) Vz (für p 2 , p a eg und p$g beliebig). 

Schließlich definieren wir eine Ordnungsrelation für die Punkte von g durch 

(9) p 2 < p a p 2 4* p z a (Strahl(p 2 , p z ) Q Strahl(p 0 , p x ) 

v StraJd(p 0 , p x ) Q Strahl(p 2 , p 3 )). 

Aus den Axiomen II bis 15, Al bis A4 folgt nunmehr, daß die Struktur (g, +> •> <) 
ein geordneter Schiefkörpev ist, d. h. alle Axiome eines geordneten Körpers mit Aus¬ 
nahme des Kommutativgesetzes der Multiplikation erfüllt [10]. Ferner kann man 
zeigen, daß je zwei zu verschiedenen Achsen einer affinen Ebene gehörige Strukturen 
isomorph sind. Diesen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Schiefkörper werden 
wir im folgenden als den Koordinatenkörper der betreffenden affinen Ebene bezeich¬ 
nen. 

Es sei umgekehrt K ein beliebiger geordneter Schiefkörper. Eine Teilmenge g von 
K 2 heißt eine Gerade, wenn es Elemente a,b,c £ K mit a 2 + b 2 > 0 gibt, so daß 
(x, y)€g genau dann, wenn ax + by -f- c = 0. (Gleichungen der Form xa + yb + c — 0 
beschreiben im Fall eines echten Schiefkörpers keine Geraden!) Ferner definie¬ 
ren wir in K 2 eine Zwischenrelation Z durch ((a^, x 2 ), (y 1} y 2 ), (z x , z 2 )) € Z genau 
dann, wenn es ein t 6 K mit 0 < t < 1 und yi — + t{zi — Xf) (i = 1, 2) gibt. 

Bezeichnet G die Menge der oben definierten Geraden in K 2 , so ist (ä 2 , G,e,Z) 
eine affine Ebene mit dem Koordinatenkörper K, und jede affine Ebene mit dem Ko¬ 
ordinatenkörper K ist zu dieser speziellen isomorph. 

Eine affine Ebene heißt archimedisch , wenn ihr Koordinatenkörper archimedisch 
ist. Die Möglichkeit, diese Eigenschaft als ein Axiom A5 der affinen Geometrie zu 
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formulieren, ergibt sich daraus, daß wir die Grundbegriffe +, •, < der Theorie der 
geordneten Körper in der affinen Geometrie definieren konnten, folglich jede Aus¬ 
sage der Theorie der geordneten Körper als eine in einer definitorischenErweiterung 
der affinen Geometrie formulierte Aussage ansehen und grundsätzlich in die Grund¬ 
begriffe „zwischen“ und „Inzidenz“ zurückübersetzen können. Da dies jedoch recht 
kompliziert ist, wollen wir hier auf eine explizite Formulierung des Axioms A6 ver¬ 
zichten. Der Koordinatenkörper einer archimedischen Ebene ist ein Körper (vgl. Ab¬ 
schnitt 4.1). Will man das Kommutativgesetz der Multiplikation unabhängig vom 
archimedischen Axiom fordern, so hat man das Axiom 15 durch ein stärkeres Inzi¬ 
denzaxiom 15' (Satz von Pappos-Pascal) zu ersetzen [10]. Dies führen wir nicht aus, 
da es im folgenden nicht benötigt wird. 

Unter allen archimedischen Ebenen ist die bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte 
Ebene (.R 2 , G, d, Z) durch ihre Maximalität ausgezeichnet. Wenn wir im folgenden 
von der affinen Ebene sprechen, so meinen wir stets die affine Ebene mit dem Ko¬ 
ordinatenkörper R. Genau wie die Forderung, daß der Koordinatenkörper archime¬ 
disch ist, kann auch die Forderung, daß der Koordinatenkörper einer affinen Ebene 
stetig (d. h. dem Körper der reellen Zahlen isomorph) ist, grundsätzlich als ein Axiom 
A6 der affinen Geometrie formuliert werden, indem man eine beliebige algebraische 
Formulierung des Stetigkeitsaxioms als Ausdruck einer definitorischen Erweiterung 
der Sprache der affinen Geometrie auf faßt bzw. mittels der Definitionen von +, •, < 
in eine rein geometrische Aussage zurückübersetzt. Während die affine Geometrie, 
aufgefaßt als Menge der Folgerungen aus II bis 15, Al bis A4 eine elementare Theorie 
ist, erfordern A5 und A6 zur korrekten Formalisierung eine nichtelementare Sprach- 
erweiterung. (Für A5 wird dies ausführlich in Abschnitt 8.4 behandelt werden.) Ist 
A5 noch Präzisierung naiver geometrischer Vorstellungen bzw. Erfahrungen, so 
kann man dies von A6, welches die Kategorizität erzwingt, kaum behaupten. 

Zum Abschluß dieses Abschnitts wollen wir den gewonnenen Überblick über die 
Struktur der affinen Ebenen dazu benutzen, die NicHtdefinierbarkeit der Zwischen¬ 
relation durch die Inzidenz zu beweisen. Dazu betrachten wir die archimedische 

Ebene K 2 , wobei K der Körper Q(j/ 2) ist. Für«, b £ Q sei /(« + &• ]/§) := a — b • j/2. 
Wie man leicht bestätigt, ist / ein Isomorphismus (bezüglich -f* und. •) von K auf sich. 
Folglich ist die durch F(x, y) := (f{x), /(?/)) definierte Abbildung F eine eineindeutige 
Abbildung der Ebene K 2 auf sich. Da / Isomorphismus ist, gilt für a, b , c,x,y d K: 

ax -\-by = c genau dann , wenn f{a)f(x) 4- f{b)f(y) = /(c), 

d. h., die durch die Gleichung ax + by = c gegebene Gerade g von K 2 wird durch die 
Abbildung F in die durch die Gleichung f(a) x -f- f(b) y = f(c) gegebene Gerade F{g) 
übergeführt, und es ist p d g genau dann, wenn F(p) d F(g). Wäre nun „zwischen“ 
durch Inzidenz definierbar, so müßte nach Kapitel 3. für beliebige Punkte p u p 2 , 
p 3 d K 2 gelten: 

{Pi, Pz, Pz) d Z genau dann , wenn {F{p x ) } F(p 2 ), F(p 3 )J. 
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Es ist aber u. a. 

((1,0), (1/2,0), (2,0)) 6 2; 

(i-U.O), F(]/2,0), F( 2,0)) = ((1,0), (-V2.0), (2,0)) fj Z. 


5.4. Affine Abbildungen 

Es sei 9t = (P, G, 6, Z) eine affine Ebene. Eine eineindeutige Abbildung cp von P 
auf sich heißt affin, wenn cp die Zwischenrelation Z der Ebene 9t invariant läßt, d. h., 
wenn für p x , p 2 , p z £P genau dann {p x , p 2 , p 3 ) £ Z gilt, wenn ((p{pi), (p{p 2 ), <p{Pz)) € Z er¬ 
füllt ist. Es sei die Menge der affinen Abbildungen der Ebene 9t. Nach den all¬ 
gemeinen Untersuchungen in Kapitel 3 ist bezüglich Verkettung der Abbildungen 
eine Gruppe, die wir ebenfalls mit A% bezeichnen (da andere Verknüpfungen in der 
Menge A% nicht betrachtet werden). Für den Nachweis, daß eine Abbildung <p der 
Menge P in sich affin ist, genügt es nach Kapitel 3 zu zeigen, daß aus (p 1} p 2 , p z ) 6 Z 
stets (<p(Pi), <p{p 2 ), piPs)) € Z folgt. Alle durch „zwischen“ definierbaren Relationen 
und sonstigen mathematischen Objekte einer affinen Ebene bleiben bei affinen Ab¬ 
bildungen invariant. Eine affine Abbildung cp führt daher u. a. kollineare Punkte in 
kollineare Punkte über, Geraden in Geraden, die Strecke mit den Endpunkten p l} p 2 
in die Strecke mit den Endpunkten <p(pi), p{p 2 ), Strahl(p 1} p 2 ) in Strahl(cp(p x ), p(p 2 )), 
Halbebene{p x , p 2 ; p 3 ) in Halbebene(cp(p x ), cp{p 2 )\ p{p z )), das Dreieck mit den Ecken 
p x , p 2 , p 3 in das Dreieck mit den Ecken <p(pi), p(p 2 ), <p{Pz) usw. Da allgemein eine ein¬ 
eindeutige Abbildung einer Menge M auf sich Vereinigung, Durchschnitt bzw. Diffe¬ 
renz von Teilmengen von M auf die Vereinigung bzw. den Durchschnitt bzw. die 
Differenz der Bildmengen abbildet, führt eine affine Abbildung parallele (disjunkte) 
Geraden in parallele Geraden über und Geraden, die sich in einem Punkt p schneiden, 
in Geraden, die sich im Punkt <p(p) schneiden. 

Eine affine Abbildung cp führt ein AKS A = (p 0 , p 1} p 2 ) in ein AKS <p{A) 
— (<PiPo)> <p(Pi)> PiPz)) — {Po>Pi> Pi) über, und für jeden Punkt p der betrachteten 
affinen Ebene ist 

ki(cp{A), cp{p )) = cp(ki(A, p)) (i = 1, 2). 

Da ferner wegen der affinen Definierbarkeit der Struktur des Koordinatenkörpers 
einer affinen Ebene die Einschränkung einer affinen Abbildung auf eine Achse 
(g, Po, Pi) ein Isomorphismus auf die Bildachse (<p{g), <p{Po), <p{Pi)) bezüglich Addition, 
Multiplikation und Ordnung ist, ergibt sich schließlich für jeden Punkt p 

(1) K[<p{A), cp(p)) = K(A, p) 
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(vgl. Abschnitt 5.3, (6)), d, h., bei einer affinen Abbildung sind die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes bezüglich eines beliebigen affinen Koordinatensystems 
gleich den Koordinaten des Bildpunktes bezüglich des Bildkoordinatensystems 
(Abb. 8). Damit ist eine affine Abbildung durch Vorgabe dreier nicht kollinearer 




Punkte und dreier nicht kollinearer Bildpunkte eindeutig bestimmt. Umgekehrt 
kann man zeigen, daß die mittels (1) auf die gesamte Ebene fortgesetzte Abbildung 
dreier nicht kollinearer Punkte auf drei nicht kollineare Bildpunkte stets affin ist, 
d. h., es gilt der 

Hauptsatz über affine Abbildungen. Sind p 0 ,pi,P 2 und p' 0 ,pi,P 2 jeweils 
drei nicht kollineare Punkte einer affinen Ebene , so existiert genau eine affine Abbildung 
<p mit cp(pi) = p\ für i — 0,1, 2. 

Aus diesem Satz ergibt sich unter Bezugnahme auf den Invariantensatz (vgl. Kap. 3) 
eine Reihe von Resultaten über die Nichtdefinierbarkeit geometrischer Begriffe in der 
affinen Geometrie: 

Satz 1. Durch „zwischen“ ist keine dreistellige Punktrelation definierbar , die (in 
wenigstens einer affinen Ebene) auf wenigstens ein Tripel nicht kollinearer Punkte zu¬ 
trifft und auf ein anderes solches Tripel nicht zutrifft. 

Beweis. Wir nehmen an, in einer affinen Ebene sei R eine dreistellige durch 
„zwischen“ definierbare Punktrelation, und es seien (p 1} p 2 , p 3 ) € R, (p[, p' 2 , p 3 ) $ R, 
Pi> Pi> Pz n icht kollinear, p[, p'%, p' 3 nicht kollinear. Nach dem Hauptsatz existiert 
eine affine Abbildung <p mit <p(Pi) = p\ für i = 1, 2, 3. Da R nach Voraussetzung durch 
die Relation „zwischen“ definierbar ist, ist nach Kapitel 3 wegen (p u p 2 , p 3 ) € Z 
auch (<p(pi), <p(p 2 ), <p(Pz)) 6 Z im Widerspruch zu (p'^ p' 2 , p 3 ) $ Z. 

Folgerung. Die Kongruenzrelation ist nicht durch die Zwischenrelation definierbar. 

Wäre Kongruenz in der affinen Geometrie definierbar, so wäre auch die hieraus durch 
Variablengleichsetzung entstehende dreistellige Punktrelation „pip 2 ^ P 1 P 3 “ defi¬ 
nierbar. Diese erfüllt aber die Voraussetzungen von Satz 1. 
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Satz 2. Durch „zwischen“ ist keine zweistellige Punktrelation definierbar, die auf 
wenigstens ein Paar verschiedener Punkte zutrifft und auf wenigstens ein Paar ver¬ 
schiedener Punkte nicht zutrifft. 

Beweis. Es seien p x , p 2 , p[, p 2 Punkte einer affinen Ebene mit p 1 =1= p 2 , p[ =f= p 2 , 
(Pi, p 2 ) € R, {pi, p 2 ) $ R> Nach Axiom II gibt es hierzu Punkte p z , p z , so daß p x , p 2 , p 2 
nicht kollinear und p[, p 2 , p' z nicht kollinear sind. Ist <p eine affine Abbildung mit 
(p(pi) = p\ (i = 1, 2, 3), so folgt analog zum Beweis von Satz 1 aus der Definierbar- 
keit von R und {p x , p 2 ) £ R, daß auch {p[, p' 2 ) £ R sein muß im Widerspruch zur Vor¬ 
aussetzung. 

Analog zu den Sätzen 1 und 2 beweist man leicht: 

Satz 3. Durch „zwischen“ ist 

a) keine von den beiden trivialen (0 und P) verschiedene einstellige Punktrelation 
definierbar, 

b) keine von den beiden trivialen (0 und G) verschiedene einstellige Geradenrelation 
definierbar, 

c) keine von || und = und deren Booleschen Verknüpfungen verschiedene zwei¬ 
stellige Geradenrelation definierbar, 

d) keine dreistellige Geradenrelation definierbar, die (i in wenigstens einer affinen 
Ebene) auf ein Tripel einander paarweise schneidender Geraden zutrifft und auf ein 
anderes solches Geradentripel nicht zutrifft, 

e) keine von Inzidenz und Nichtinzidenz (6 und (f) verschiedene zweistellige Punkt- 
Geraden-Relation definierbar. 

Eine eineindeutige Abbildung <p der Menge P der Punkte einer affinen Ebene auf 
sich heißt eine Translation, wenn für je zwei Punkte p x , p 2 und die zugehörigen Bild¬ 
punkte <p(p x ), <p{p 2 ) Geraden g x , g 2 , g z , gr 4 existieren (die, abgesehen von gewissen Aus¬ 
artungsfällen, sogar eindeutig bestimmt sind), so daß g x j| g 2 und g z |[ g A und p x , p 2 £ g x 
und <p{p x ), <p{p 2 ) 6 g 2 und p x , <p(p x ) £ g z und p 2 , <p(p 2 ) 6 g* (siehe Äbb. 9, S. 92). Mit 
T<% bezeichnen wir die Menge der Translationen der affinen Ebene 51. Aus der Defini¬ 
tion der Translationen folgt unmittelbar: 

(2) Die identische Abbildung i P der Ebene auf sich gehört zu T<%. 

(3) Sind p x , p 2 , <p(p x ) nicht kollinear, so sind die Geraden g x , g 2 , g z , g x eindeutig 
bestimmt und paarweise verschieden, und <p(p 2 ) ist eindeutig als Schnittpunkt 
von g 2 und g± bestimmt. 

Gibt es also überhaupt einen Punkt p x mit <p{p x ) 4= Pi, so kann man unter Ein¬ 
schaltung eines Hilfspunktes p 2 ^ L(p x , <p{p x )) auch für alle p z £ L[p x , <p{p x )) die Lage 
des Bildpunktes <p{p 2 ) auf Grund der Definition der Translationen eindeutig ermitteln 
(Abb. 9). Insbesondere ist für eine von i P verschiedene Translation <p für alle Punkte 
p der betrachteten Ebene <p(p) =f= p. 
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Unter wesentlicher Benutzung des Satzes von Desargtjes (Fall b, y) ergibt sich, 
daß die aus vorgegebenen Punkten p x , <p{p x ) durch Konstruktion des entsprechenden 
Parallelogramms auf die ganze Ebene fortgesetzte Abbildung <p immer eine Trans¬ 
lation ist, d. h. (in Analogie zum Hauptsatz über affine Abbildungen): 

(4) Zu je zwei Punkten p X) p 2 gibt es genau eine Translation 9 0 mit <p{p x ) = p 2 . 



Diese Translation bezeichnen wir mit p x p r Während aus der Definition der Trans¬ 
lationen unmittelbar folgt, daß die inverse Abbildung einer Translation ebenfalls 
eine Translation ist, benötigt man für den Beweis, daß die Hintereinanderausführung 
zweier Translationen eine Translation ist, wieder wesentlich den Satz von Desargues 
(Fall b, y). Statt p 4 p 3 o p^p 2 schreiben wir p^p 2 Es ist dann offenbar 

P&i1 + S = Kp? 

Der Vergleich der so eingeführten „Vektoraddition“ mit der Definition der Addition 
für Punkte einer Achse (g, p 0 , p x ) ergibt, daß für beliebige Punkte p 2 , p 3 , p 4 € g 
genau dann p 2 -J- p 3 = p 4 , wenn 

W + Ä 

Da die Hintereinanderausführung von Translationen offenbar kommutativ ist, 
ist demnach T% eine kommutative Gruppe. Um zur bekannten Vektorraumstruktur 
zu kommen, definieren wir für Translationen <p und Elemente X des Koordinaten¬ 
körpers K der betrachteten Ebene eine Skalarmultiplikation: 

Xpp' sei (falls p =|= p') die Translation pp", die p in denjenigen Punkt p" überführt, 

der auf der Achse (L{p, p'), p, p'} die Maßzahl X hat. Für p = p' sei Xpp' — pp f (die 
identische Translation bzw. der „Nullvektor“). 

Man kann nun zeigen, daß bezüglich der oben betrachteten Addition und der 
Skalarmultiplikation ein zweidimensionaler Vektorraum über dem Koordinaten¬ 
körper K ist, d. h. daß außer den bereits genannten Eigenschaften der Addition für 



6. Ebene Geometrie 


93 


beliebige A, ;i 6 K und d, b € T% gilt: 
A(^a) = (A/*)a, 

(A + /*) a = Aa + /«a, 

A(a + b) = Aa + Ab, 
la = a, 


und es gibt Translationen e x , e 2 € so daß jedes Element £ von in der Form 
£ = Ae x + ^2 mit eindeutig bestimmten Koeffizienten A, € K darstellbar ist. 

(5) Translationen sind affine Abbildungen , d.A., isJ eme Untergruppe von A%. 

Zu zeigen ist, daß aus (p x , p 2 , p 3 ) € Z stets (<p(p x ), <p{p 3 ), <p{Psj) € Z für beliebige 
Translationen <p folgt. Indem wir <p andernfalls als Hintereinanderausführung zweier 
nicht zu L(p u p 2 ) paralleler Translationen darstellen, können wir uns beim Beweis 
auf den Fall beschränken, daß p x> p 2 , <p(Pi) nicht kollinear sind. Mit den Bezeichnun¬ 
gen von Abb. 10: Anwendung des Axioms A4 auf das Dreieck p\p 3 <p{p 3 ) und g 2 
liefert, da g 2 1| g 3) einen Punkt p 2 £ g 2 mit [p Xy p 2 , <p(p 3 )y Da g 2 auch zu g x parallel ist, 
ergibt der gleiche Schluß, auf das Dreieck p x <p{p 3 ) <p{p x ) und g 2 angewandt, die Exi¬ 
stenz eines Punktes p 2 £ g 2 mit (<p{Pi), p 2 , <p{p 3 )), nnd es muß p 2 = <p{p 2 ) sein. 



Abb. 10 


Als methodische Vorbereitung der Bewegungsgeometrie definieren wir eine vier¬ 
stellige Punktrelation „Translationskongruenz“ (^): 

t 

P 1 P 2 ^ P 3 P 4 V <p(<p £ T A <p(p!) = p 3 a 9 ?(p 2 ) = p 4 ). 

t 

Es gilt: 

Tri. a) pip 2 ^ p x p 2 (wegen 1 £ T), 

t 

b) p x p 2 ^ p 3 p 4 a p 3 p 4 ^ p 5 p 6 p x p 2 ^ p 5 p 6 

t t t 

(da mit <p, y> auch <p o ip £ T ), 

c) Pip 2 ^ p 3 p 4 -> p 3 p 4 ^ p x p 2 (da mit <p auch p- 1 £ T); 




94 


Teil I. Hilfsmittel 


±r^. Pl p 2 ^ p 3 p 3 -> Pl = p 2 , 
t 

(wegen Eineindeutigkeit der Translationen); 

Tr3. A p!p 2 p 3 V11 p 4Pl p 2 p 3 p 4 

t 

(jede Strecke kann auf genau eine Weise an einen gegebenen Punkt „an¬ 
getragen“ werden). 


Tr4. (Pi, p 2 , p 3 ) a (pj, Pa, p 3 ) a Pl p 2 ^ pip 2 a p 2 p 3 s* p 2 p$ -> PiP 3 e* Pi'p 3 

t t t 

(folgt wesentlich aus (5) und Tr3). 

Tri bedeutet: ^ ist eine Äquivalenzrelation im Bereich der Punktepaare. Es sei 

P 1 P 2 die Äquivalenzklasse, in der p x p 2 liegt. Dann ist {p x p 2 : P\, p 2 € P} der Bereich 
der abstrakten Streckenlängen der betrachteten Ebene. Bei festgehaltener Einheits¬ 
strecke p Q pi hat jede zu p Q p x parallele Strecke genau einen Repräsentanten der Form 
p 0 p mit p 6 L(p 0 , Pi). Daher können die Operationen -f-, • und die Ordnung < von 
den Punkten der Achse (L(p 0) p x ), p Q , Pl ) auf alle dazu parallelen Strecken bzw. 
deren Längen übertragen werden. Der wesentliche Unterschied gegenüber den sonst 
weitgehend analogen Betrachtungen in der euklidischen Geometrie liegt darin, daß 
nichtparallele Strecken nicht zueinander in Beziehung gebracht werden, insbesondere 
ihre Längen „unvergleichbar“ sind. 


5.5. Projektive Ebenen, projektive Koordinaten und projektive 
Abbildungen 

Die axiomatische Behandlung der projektiven Abschließung affiner Ebenen erfordert 
es, in projektiven Ebenen neben der bereits in Abschnitt 5.2 betrachteten Inzidenz 
einen weiteren Grundbegriff zu betrachten, mittels dessen bei Herausnahme einer 
uneigentlichen Geraden in der affinen Restebene die Zwischenbeziehung definiert 
werden kann. Wir gehen von der anschaulichen Vorstellung aus, daß eine affine 
Gerade durch Hinzufügung ihres uneigentlichen Punktes p u die Ordnungseigenschaf¬ 
ten einer einfach geschlossenen Kurve erhält (Abb. 11). . Auf einer solchen liegt aber 
von drei verschiedenen Punkten jeder zwischen den beiden anderen. Dagegen ist es 
eine echte Aussage über vier Punkte einer geschlossenen Kurve, ob das Paar p l} p 3 
das Paar p 2} p A „trennt“ (Abb. 12a) oder nicht trennt (Abb. 12b). Wir erweitern 
daher die Sprache der projektiven Geometrie durch prädikative Ausdrücke der Form 
(Pi> P 2 5 p 3 , P 4 ) (gelesen: p 1? p 2 trennt p 3 , p 4 ) zur Bezeichnung einer vierstelligen Punkt¬ 
relation T und nennen eine Interpretation (P, G, I, T) der so erweiterten Sprache eine 
projektive Ebene , wenn (P, G, I) eine projektive Inzidenzebene ist und zusätzlich 
folgende Trennungsaxiome erfüllt sind: 

TI. A PiPaP 3 P4((Pi, P 2 >; P 3 > P 4 ) -> Pi, Pa> P 3 > P 4 kollinear 

a Pj, p 2 , p 3 , p 4 paarweise verschieden). 
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T2. A Pxp 2 p 3 p 4 (px, Pa» P 3 > P 4 kollinear 

A Pi> P 2 > p 3J P 4 paarweise verschieden 


-> (Pi> Pa; Pa, P 4 ) v (Pi, p 3 ; p 2 , p 4 ) v (px, p 4 ; p 2 , p 3 )). 

T3. A pip 2 p 3 p 4 ((pi, p 2 ; p 3 , p 4 ) 

“► (Pa, Pi; p 3 > p 4 ) A (p 3 , p 4 ; Pi, p 2 ) A —, (Px, p 3 ; p 2 , p 4 )). 

(T2 und T3 zusammen sagen aus, daß je vier kollineare und paarweise verschiedene 
Punkte in eindeutigerWeise ein ungeordnetes Paar einander trennender ungeordneter 
Punktepaare bilden.) 



Abb. 11 



Abb. 12 


T4. A pip 2 p 3 (px, p 2 , p 3 kollinear a pj, p 2 , p 3 paarweise verschieden 

-^Vp 4 (pi,p 2 ;p 3 ,p 4 )). 

T5. A pxp 2 p 3 p 4 p 5 (pi, p 2 , P 3> P 4 > Ps kollinear a px, p 2 , p 3 , p 4 , p 5 paarweise ver¬ 
schieden a (px, p 2 ; p 3 , p 4 ) (px, p 2 ; p 3 , p 5 ) v (px, p 2 ; p 4 , p 5 )). 

Zur bequemeren Formulierung des letzten Trennungsaxioms verallgemeinern wir 
eine Definition aus Abschnitt 5.1: 

P 1 P 2 •** Pn (zentral)perspektiv zu p£p£ Pn 

V P(P> Pi> Pi kollinear a p, p 2 , p 3 kollinear a a p, p„, p' kollinear). 

T6. PiP 2 PsP 4 Perspektiv zu pip£p 3 p 4 a (px, p 2 ; p 3 , p 4 ) 

a p(, p 2 , p 3 , pi kollinear (p^, p£; p£, pi). 

Ist (P, G, I, Z) eine affine Ebene, (P', G', F) die projektive Abschließung der 
affinen Inzidenzebene (P, G , /), so definieren wir eine Trennungsrelation T in P' 
durch 

(1) {Pi> p 2 > Pz) P\) € T genau dann, wenn p 1} p 2) p 3 , p 4 eigentlich (d. h. Elemente 
von P c: P') sind und in einer der Reihenfolgen (vgl. Abschnitt 5.3) p u p z , p 2 , 
p 4 oder Pi,Pi,P 2 ,Pz oder p 4 , p 1} p z , p 2 oder p 3 , Pi,Pi, p 2 auf einer Geraden 
liegen oder wenn genau einer der Punkte p x , p 2 , p 3 , p 4 uneigentlich ist und die 
drei anderen in der projektiven Abschließung mit ihm kollinear sind und in der 
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entsprechenden Zwischenrelation stehen {z. B. (p l} p z , p 2 ) € Z und p 4 

= L(p l} p 2 )) oder wenn p x , p 2 , pz, p 4 die uneigentlichen PunJcte der koinzidenten 
Geraden g lt g 2 , g z , </ 4 sind, die sich ihrerseits trennen, d. h., es gibt eigentliche 
Punkte p'i auf g { (i = 1, 2, 3, 4), so daß p[, p 2 , p z , p[ in einer der vier oben an¬ 
gegebenen Reihenfolgen auf einer Geraden liegen. 

Ist (P', G', F, T) eine beliebige projektive Ebene, g u eine beliebige ihrer Geraden, 
so definieren wir für die Punkte p 6 P' \ {p: (p, g u ) 6 I'} der affinen Restebene eine 
Zwischenrelation Z{g u ) durch 

(2) (Pi, P 2 , Pz) € Z(g u ) genau dann, wenn ein Punkt p 4 auf g u mit (pi, p z , p 2 , p 4 ) € T 
existiert . 

Dann gilt in Erweiterung des Satzes aus Abschnitt 5.2: 

Satz. Die mit der nach (1) definierten Trennungsrelation T versehene projektive Ab¬ 
schließung einer affinen Ebene ist eine projektive Ebene . Entfernt man umgekehrt aus 
einer beliebigen projektiven Ebene eine beliebige Gerade g u und die mit ihr inzidierenden 
Punkte, so bilden die verbleibenden Punkte und Geraden bezüglich der Einschränkung 
der Inzidenz und der nach (2) definierten Zwischenrelation Z(g u ) eine affine Ebene. 
Wendet man letzteren Prozeß insbesondere auf die projektive Abschließung einer affinen 
Ebene und eine beliebige ihrer Geraden an, so ist das Resultat zur Ausgangsebene iso¬ 
morph. 

Bezüglich der Bedeutung dieses Satzes, den wir hier nicht beweisen, vergleiche man 
noch einmal die Bemerkungen im Anschluß an den Satz in Abschnitt 5.2, die 
— nun unter Einschluß der Zwischen- bzw. Trennungsrelation — hier zu wiederholen 
wären. Ergänzt man das Axiomensystem PI bis P5, TI bis T6 durch Trennungs¬ 
axiome T7 bzw. T8, die zum Ausdruck bringen, daß für beliebige g u 6 G' die nach (2) 
definierte Zwischenrelation Axiom A5 bzw. A6 erfüllt, so erhält man offenbar eine 
axiomatische Charakterisierung der projektiven Abschließungen archimedischer 
Ebenen bzw. ein kategorisches Axiomensystem für die projektive Abschließung der 
affinen Ebene R 2 . 

Ein projektives Koordinatensystem (PKS) wird durch ein Quadrupel (p 0 , p 3 , p 4 , p$) 
von Punkten in allgemeiner Lage gegeben. p 0 dient als Ursprung, p z und p 4 legen 
eine „uneigentliche“ Gerade fest und markieren gleichzeitig auf ihr die „Achsen¬ 
richtungen“ des in der affinen Restebene zu errichtenden AKS, p 5 ist der sogenannte 
Einspunkt (der die affinen Koordinaten (1,1) bekommt). Definieren wir 

Pi := Si(L{p 0 , Pz), L{Pt, Ps)), Pz := Si(L{p 0 , p 4 ), L{p z , p 5 )), 

so ist auf Grund der Voraussetzung über (p 0 , p 3 , p 4 , p s ) das Tripel (p 0 , p 1} p 2 ) ein AKS 
für die affine Restebene (Abb. 13). 

Auf Grund des oben formulierten Satzes kann man insbesondere in einer affinen 
Ebene vier Punkte p 0 , p z , p 4 , p 5 in allgemeiner Lage wählen und erhält durch sie ein 
Koordinatensystem, durch das jedem nicht auf L(p z , p 4 ) gelegenen Punkt und jedem 
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uneigentlichen Punkt ein Paar reeller Koordinaten zugeordnet wird. In der Defini¬ 
tion der Streckenoperationen -}- und ♦ auf den Koordinatenachsen ist das Parallelsein 
überall durch „auf L(p 3 , p 4 ) schneiden“ zu ersetzen. Die „Summe zweier Strecken“ 
deckt sich nun natürlich nicht mehr mit der Bedeutung dieses Wortes im Sinne der 


Abb. 13 

metrischen Geometrie. Insbesondere ist es unmöglich, durch fortlaufende Addition 
der Einheitsstrecke p Q pi den „uneigentlichen“ Punkt p 3 zu übertreffen. Der Beweis, 
daß alle Grundgesetze eines angeordneten Körpers gelten, überträgt sich jedoch fast 
wörtlich. Man hat lediglich bei jeder Anwendung des Desarguesschen Satzes statt 
(b, y) den allgemeinen Fall zu benutzen. 

Derartige Koordinatensysteme in affinen Ebenen,, die wir zuweilen benutzen 
werden, werden wir ebenfalls alsPKS bezeichnen. Ihre Entdeckung liefert ein weiteres 
Beispiel dafür, welche überraschenden Einsichten die projektive Behandlung der 
affinen Geometrie eröffnet. Den Nachteil der PKS (sowohl in projektiven als auch in 
affinen Ebenen), daß der als uneigentlich gewählten Geraden bzw. ihren Punkten 
keine Koordinaten zugeordnet werden können, kann man durch Übergang zu so¬ 
genannten „homogenen Koordinaten“ beseitigen. Da dieser Übergang rein kalkül¬ 
mäßig mit den Begriffen und Methoden der linearen Algebra geleistet werden kann, 
gehen wir hier nicht darauf ein, obwohl wir im folgenden zuweilen homogene Ko¬ 
ordinaten benutzen werden. 

Eine eineindeutige Abbildung der Menge P der Punkte einer projektiven Ebene 

= (P, G, I, T) auf sich heißt projektiv, wenn sie (im Sinne von Kapitel 3) die 
Trennungsrelation invariant läßt. Bezeichnen wir die Menge der projektiven Ab¬ 
bildungen der projektiven Ebene $ mit P$g, so ist also 

(3) <p € -Psp genau dann, wenn für alle p t , p 2 , p 3 , p 4 £ P aus (p 1} p 2 , p z , p 4 ) £ T 
stets {(pipx), <p{p 2 ), <p(p z ), <p{pi)) £ T folgt. 

P{ß ist bezüglich der Hintereinanderausführung ihrer Elemente eine Gruppe, die 
wir ebenfalls mit bezeichnen. Alle durch die Trennungsrelation definierbaren 
Relationen, Abbildungen und sonstigen mathematischen Objekte sind Invarianten 
dieser Gruppe (vgl. Kap. 3), insbesondere die Kollinearität (auf Grund von TI bis 
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T4 ist offenbar 

Pi> p 2 > Pa kollinear Pi = p 2 v p x = p 3 v p 2 = p 3 v V p 4 (p l5 p 2 ; p 3 , p 4 ) 

eine mögliche Definition), Geraden, Inzidenz, die Operationen L, Sj, die Begriffe 
PKS, Koordinaten eines Punktes bezüglich eines PKS usw. Durch analoge Über¬ 
legungen wie in Abschnitt 5.4 erhält man den 

Hauptsatz über projektive Abbildungen. Sindp 0 ,p z ,Pi,p 5 bzw.p' 0 , p' z , p{, p' 5 
jeweils vier Punkte in allgemeiner Lage , so existiert genau eine projektive Abbildung 9 ? 
mit 

<p(Pi) = Pi (* = 0, 3, 4, 5). 

Zeichnet man in einer projektiven Ebene eine Gerade g u als uneigentlich aus, so 
bilden diejenigen projektiven Abbildungen, die außerdem g a (nicht notwendig punkt¬ 
weise) invariant lassen, eine Untergruppe von P<%. Andererseits lassen genau diese 
Abbildungen sich zu einer eineindeutigen Abbildung der Restebene P \ g v auf sich 
einschränken. Aus der Definition (2) folgt sofort, daß die Gruppe der auf P\g u ein¬ 
geschränkten projektiven Abbildungen mit der Gruppe der affinen Abbildungen der 
affinen Restebene P \ g u übereinstimmt. Wenn wir im folgenden von projektiven 
Abbildungen in einer affinen Ebene sprechen, so meinen wir projektive Abbildungen 
der projektiven Abschließung. Sie sind — als Abbildungen der affinen Ebene be¬ 
trachtet — zwar nicht mehr überall definiert, bilden aber wieder bezüglich Hinter¬ 
einanderausführung eine Gruppe, die die Gruppe der affinen Abbildungen der be¬ 
treffenden Ebene echt umfaßt. Daher ist nach Kapitel 3 jede affine Invariante erst 
recht eine projektive Invariante, während das Beispiel der Zwischenrelation zeigt, 
daß die Umkehrung nicht gilt. 

Ohne Beweis vermerken wir, daß eine Abbildung einer projektiven Ebene auf sich 
genau dann projektiv ist, wenn sie bezüglich eines PKS durch ein Gleichungssystem 
der Form 

(4) = a io x 0 + a ix x x + a i2 x 2 (i = 0, 1, 2) 

mit von 0 verschiedener Koeffizientendeterminante beschrieben wird, wobei x 0 , x x , x 2 
die homogenen Koordinaten eines beliebigen Punktes und y 0 , y x , y 2 die homogenen 
Koordinaten des zugehörigen Bildpunktes sind. Übergang zu inhomogenen Koordi- 

X ‘ V * 

naten £ t - = — bzw. = — (i — 1, 2) ergibt für die (bezüglich des gewählten 
x o Vo 

PKS) eigentlichen Punkte, die durch x 0 ={= 0 charakterisiert sind, 

(5) ni^ — = — + ' ° <A (»= 1 ,2). 

Va a oo H“ a oi£i ~h ^ 02^2 

Umgekehrt führt jede Transformation der Form (5) für die Punkte einer affinen Ebene 
bezüglich eines PKS beim Übergang zu homogenen Koordinaten zu einer eindeutig 
auf die projektive Abschließung fortsetzbaren Transformation der Form (4), d. h., 
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die durch Einschränkung einer projektiven Abbildung auf eine affine Restebene ent¬ 
stehenden Abbildungen sind genau diejenigen Abbildungen, die bezüglich eines pro¬ 
jektiven (speziell affinen) Koordinatensystems in inhomogenen Koordinaten durch 
Gleichungen der Form (5) (gebrochen lineare Transformation mit gleichem Nenner 
für beide Koordinaten) beschrieben werden. 


5.6. Euklidische Ebenen 

Wir erweitern die Sprache der ebenen affinen Geometrie durch prädikative Aus¬ 
drücke der Form piPj ^ p k p l zur Bezeichnung einer vierstelligen Punktrelation Kon¬ 
gruenz und nennen eine Interpretation (£ = (P, G, I, Z, K) dieser Sprache eine 
euklidische Ebene, wenn (P, G, I, Z) eine affine Ebene und K eine vierstellige P- 
Relation ist, die folgende Kongruenzaxiome erfüllt: 

Kl. a) pxp 2 ^ p x p 2 , 

b) P1P2 9 * P 3 P 4 a p 3 p 4 ££ PsPe -> P1P2 ^ PsPe, 

c) PiP 2 ^p 3 P 4 ->P 3 P 4 ^PiP 2J 

d) P1P2 SS P2P1J 

(d. h., die Kongruenz ist eine Äquivalenzrelation im Bereich der ungeordneten 
Punktepaare). 

K 2 . PiP 2 p 3 p 3 -> Pi = P 2 - 

K 3 . Pi 4 = p 2 a p 3 4= P 4 -> V!! p 5 (p 5 € Strahl(p 3 , p 4 ) a p 3 p 5 ä p x p 2 ). 

K 4 . (Pi, p 2 , p 3 ) A (pi, p 2 , p 3 ) A PjP 2 Ä p(p 2 a p 2 p 3 Ä p'p' -> PiP 3 ^ plp 3 . 

K 5 . p 1 p 2 ä P1P2 a pi, p 2 , p 3 nicht kolhnear a p£, p 2 , p 3 nicht kollinear 

V!! p(p 6 Halbebene(pj, p'; p 3 ) a p x p 3 ^ p^p a p 2 p 3 ^ p 2 p). 

K 6 . (Pi, p 2 , p 3 ) a p x , p 2 , p 4 nicht kollinear a (pj, p£, p 3 ) a p^p' ^ p x p 2 
A P 2 P 3 S P2P3 A pip 4 ^ p X p 4 A p'pj ^ p 2 p 4 -> p'p; p 3 p 4 . 

Eine eineindeutige Abbildung <p der Menge P aller Punkte einer euklidischen 
Ebene auf sich heißt eine Bewegung, wenn 

(!) PiPi = <P(Pi) <P(Pi) f ür alle Pu P2 € P. 

Mit B(g bezeichnen wir die Menge aller Bewegungen der Ebene (£. Aus Kl bis K 6 und 
der Definition der Bewegungen folgen deren Grund eigenschaften: 

(2) Die Bewegungen bilden eine Untergruppe der Gruppe der affinen Abbildungen. 


7* 
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(3) Zu nicht kollinearen Punkten p u p 2 , p z und nicht kollinearen Punkten p[, p' 2 , 
p' z gibt es genau eine Bewegung <p mit <p{Pi) = p[ und <p{p 2 ) € 8trahl{p[, p' 2 ) 
und <p{p 2 ) € Halbebene(p{, p 2 ; p z ). 

(4) Zu p x , p 2 gibt es eine Bewegung q> mit <p{pi) — p 2 und <p{p 2 ) — P\. Zu nicht 
kollinearen p x , p 2 , p z gibt es eine Bewegung <p mit <p{p x ) — P\ und <p(p 2 ) 

6 Strahl(pi, p z ) und <p{p z ) 6 Strahl(p u p 2 ). 

Statt des Kongruenzbegriffs wird aus methodischen Gründen häufig der Be¬ 
wegungsbegriff als Grundbegriff der euklidischen Geometrie gewählt. Für eine exakte 
Formalisierung dieses Ansatzes fyat man Variablen <pi für „Bewegungen“ und eine 
„Anwendungsoperation“ einzuführen, die jeder Bewegung <p und jedem Punkt p den 
Bildpunkt <p(p) zuordnet, d. h. als mögliche Interpretationen Strukturen der Form 
(P, G, B, I,Z,A) zu betrachten, wobei (P, G, I, Z) eine affine Ebene ist, B die Menge 
der als Bewegungen bezeichneten Dinge und A eine B X P -> P-Operation. Eine 
solche Struktur heißt eine Bewegungsebene, wenn folgende Bewegungsaxiome erfüllt 
sind: 

BO. a) A 9>i«(?i(p) = ? 2 (p) -► <Pi — <P*)> 
b) A <pp V p>(p) = p'. 

(BO ersetzt die nichtelementare Interpretationsvorschrift, daß die <pi eindeutige Ab- . 
bildungen der Menge der Punkte in sich sind.) 

Bl. a) A <p x <p 2 V <p 3 A P 9 ? 3 (p) = y*(?i(p)), 
b) A <p x V <p 2 A p^f^ilP)) = P> 

O) A PlP2P3?((Pl> P 2 > P 3 ) -»• MPl)> 9 ? (P2)> 9>(P 3 ))). 

B2. Pi, p 2 , p 3 nicht kollinear a p£, p 2 , p 3 nicht kollinear 
-►VI! <p(<p( pi) = pi a ^(p 2 ) e Strahl(pi, p 2 ) 

a 9 ?(p 3 ) 6 Halbebene(p(, p 2 ; p 3 )). 

B3. a) A pxp 2 V ^(Pi) = p 2 a <p{ p 2 ) = Pi), 

b) A PiP 2 p 3 (pi> p 2 > p 3 nicht kollinear 

-► V <K?(Pi) = Pi a <p(p 2 ) € Strahl(px, p 3 ) a <p(p 3 ) £ Strahl^, p 2 ))). 

(Bl bis B3 sind offenbar Formalisierungen der Grundeigenschaften (2), (3), (4)). 
Definiert man nun mittels des Grundbegriffs Bewegung eine Kongruenz ^ durch 

(5) PiP 2 öS p 3 p 4 :<► V^(px) = p 3 a <p(p 2 ) = p 4 ), 

so folgen Kl bis K6 für die definitorisch eingeführte Kongruenz aus BO bis B3. 1 ). 
Definiert man andererseits mit Hilfe der nach (1) definitorisch eingeführten Be- 

x ) Das heißt, die Theorie der euklidischen Ebenen und die Theorie der Bewegungsebenen 
sind im weiteren Sinne äquivalent; vgl. Abschnitt 2 . 5 . 
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wegungen eine neue Kongruenz = durch 

P1P2 = PzPi Es gibt eine Bewegung 9? mit <p{pi) = p 3 und (p(p 2 ) — p 4 , 

so folgt aus Kl bis K 6 sogar A PiP 2 p 3 P4(PiP 2 = P3P4 *+ P1P2 = p 3 p 4 ). Wir werden im 
folgenden die Begriffe Kongruenz und Bewegung nebeneinander benutzen. 

Wir definieren: 

L P1P2P3 V p 4 p5(p!, p 2> p 3 , p 4 , P5 paarweise verschieden 

A P1P3 P3P4 A p 3 p 4 ^ P4P5 A P4P5 ^ PßPl A PiPa ^ P2P4 A P3P2 ^ P2P5) 
(Abb. 14 ). (Gelesen: p t , p 2 , p 3 bilden (bei p 2 ) einen rechten Winkel.) 

gi ± g2 V p!p 2 p 3 (pi € gi a p 2 6 gi a p 2 6 g 2 a p 3 6 g 2 a L P1P2P3) 

(gelesen: g x senkrecht auf g 2 ). 



Unter Benutzung der ersten Definition gilt in euklidischen Ebenen 

(Pi, P2> P 3 ) ^Vp 4 (L PiP4P 3 a L P1P2P4 a LP3P2P4) 

(Abb. 15), d. h., die Zwischenrelation ist durch die Kongruenz definierbar. 



Ein AKS (p 0 , p l} p 2 ) heißt ein kartesisches Koordinatensystem (kurz KKS), wenn es 
die beiden Nebenbedingungen P1P0 P2P0 und [_ pip 0 p 2 erfüllt. Aus den Axiomen 
II bis 15, Al bis A4 und Kl bis K6 folgt die Existenz eines KKS in jeder euklidischen 
Ebene. Eür das Weitere ist es nützlich, zunächst sicherzustellen, daß die in affinen 
Ebenen definierten Koordinatenoperationen + und • in euklidischen Ebenen den 
üblichen metrischen Definitionen gleichwertig sind. Für die Multiplikation ergibt 
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sich dies — wie bereits in Abschnitt 5.3 bemerkt — aus den Strahlensätzen. Für die 
Addition beruht die Gleichwertigkeit der affinen mit der metrischen Definition (durch 
Streckenabtragung nach K 3 ) im wesentlichen auf dem 

Hauptsatz über Parallelogramme. 

A PiP 2 p 3 P4(Pi> P 2 > Ps> P4 in allgemeiner Lage 

A Löh, p 2 ) || L(p 3 , p 4 ) a L(p 1? p 8 ) | Löh, p 4 ) P1P2 ^ P3P4) 

(wegen der Symmetrie in den Voraussetzungen ist dann auch p x p s ^ p 2 p 4 )* 

Der Beweis ergibt sich, indem man eine Diagonale des Parallelogramms einführt, 
aus bekannten Sätzen über Winkel an geschnittenen Parallelen und Dreieckskon¬ 
gruenz. Offenbar kann man den Hauptsatz über Parallelogramme auch so formu¬ 
lieren: 

Jede Translation ist eine Bewegung . 

Dieser Satz erscheint nicht mehr so selbstverständlich, wenn man weiß, daß in einer 
affinen Ebene durch die Axiome BO bis B 3 keineswegs eine bestimmte Untergruppe 
der Gruppe der affinen Abbildungen als Gruppe der Bewegungen charakterisiert 
wird. Vielmehr gilt, wie man leicht überprüft: Ist B eine Untergruppe der Gruppe A 
der affinen Abbildungen, die BO bis B 3 erfüllt, und <p eine beliebige affine Abbildung, 
so erfüllt die konjugierte Untergruppe {gnpqr 1 :y> <E B} ebenfalls BO bis B 3 . Geht man 
insbesondere von der „Anschauungsebene“ und den „naiven Bewegungen“ aus, so 
erhält man in Gestalt der konjugierten Untergruppen unendlich viele Gruppen von 
„Nichtstandardbewegungen“, und zu jeder solchen gehört eine durch die Definition 
( 5 ) mit ihr verknüpfte „Nichtstandardkongruenz“, die die Axiome Kl bis K6 er¬ 
füllt. 

In einer euklidischen Ebene wird die abstrakte Länge p x p 2 einer Strecke p x p 2 als 
Äquivalenzklasse aller zu p x p 2 kongruenten Strecken definiert. Ist s ein Strahl mit 
dem Anfangspunkt p 0 , so besitzt nach Axiom K 3 jede abstrakte Streckenlänge genau 
einen Repräsentanten der Form p 0 p mit p £ s. Nach Wahl eines Einspunktes p x auf s 
(Px=f= p 0 ) kann man jedem Punkt p 6 s und damit jeder Strecke p 2 p s und jeder ab¬ 
strakten Streckenlänge ein nichtnegatives Element l PaPl {p2P$) bzw. lp oPl {p 2 P 2 ) des 
Koordinatenkörpers als konkrete Länge zuordnen, nämlich die Maßzahl des ent¬ 
sprechenden Punktes p € s bezüglich der Achse (L(p 0 , p x ), p 0 , p x }. In Zusammen¬ 
hängen, die unabhängig von der speziellen Wahl der Einheitsstrecke p 0 p x sind oder 
in denen eine bestimmte Einheitsstrecke betrachtet wird, werden wir die unteren 
Indizes der Längenfunktion l weglassen. Jede Längenfunktion l ist als Abbildung der 
abstrakten Streckenlängen in den Koordinatenkörper umkehrbar eindeutig und hat 
als Wertebereich die Menge der nichtnegativen Elemente des Koordinatenkörpers. 

Sind l und V zwei verschiedene Längenfunktionen, so gilt für beliebige abstrakte 
Streckenlängen x, y 

l(x) < l(y) <-> V(x) < l'(y) 
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und 

h(%) + %)) = Hrt*) + %)). 

Dies ermöglicht es, die Ordnung und die Addition des Koordinatenkörpers auf die 
Menge der abstrakten Streckenlängen zu übertragen, während das Resultat der 
Multiplikation von Streckenlängen von der gewählten Einheitsstrecke abhängig ist. 
Wir definieren für abstrakte Streckenlängen x , y 

x < y l(x) < l(y) 

(1 beliebige Längenfunktion). 

x -f y := H(l(x) + l(y)) 

Dies ist wichtig für die Formulierung vieler, Sätze, z. B. der 
Dreiecksungleichung, p^ ^ pjp^ + p^; 

V 3 P 5 = ^ (P3> P4> Ps) v p 4 = p 3 v p 4 = p 5 . 

Aus dem Satz des Pythagoras folgt die 

Euklidische Abstandsformel. Hat der Punkt Pi (i = 3, 4,...) bezüglich des 
KK8 (p 0 , pi, p 2 ) die Koordinaten x i} y i} so ist 

( 6 ) tpoPiiP&i) = y (*s — * 4 ) 2 + (2/3 - y*) 2 - 

Es gilt demnach p 3 p 4 ^ p 5 p 6 genau dann, wenn 

lp, Pl (PiPi) = l P , Pl {pM, 
d. h. genau dann, wenn 

(7) {x 3 - x 4 ) a + ( 2/3 - = («s - ^e) 2 + ( 2/5 ~ 2/e) 2 - 

Aus (6) folgt insbesondere, daß der Koordinatenkörper einer euklidischen Ebene 
pythagoräisch sein muß (vgl. Abschnitt 4.4). Umgekehrt gilt: Ist K ein pythago- 
räischer geordneter Körper, so ist die bereits in Abschnitt 5.3 betrachtete affine 
Ebene K 2 , versehen mit der nach (7) definierten Kongruenzrelation, eine euklidische 
Ebene, d. h. ein Modell der Axiome II bis 15, Al bis A4, Kl bis K6. Insbesondere ist 
II bis 15, Al bis A6, Kl bis K6 ein kategorisches Axiomensystem, durch das bis auf 
Isomorphie eindeutig die euklidische Ebene ß 2 charakterisiert wird. 


5.7. Kreise, platonische Ebenen 

In beliebigen euklidischen Ebenen können Kreise definitorisch als spezielle Punkt¬ 
mengen eingeführt werden (vgl. Abschnitt 2.5.). 

Bezüglich eines KKS habe pi die Koordinaten x i} y- % (i = 1, 2, 3). Dann folgt aus der 
Kreisdefinition und der euklidischen Abstandsformel, daß die allgemeine Kreis- 
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gleichung 

(1) (x — x x ) 2 -f iy — y x f = (x 2 — x 3 ) 2 -f {y 2 — y*f 

genau dann gilt, wenn der Punkt p mit den Koordinaten x , y auf dem Kreis Z(p x ; 
p 2) p z ) vom Radius p 2 p z um den Punkt p x liegt. Die in (1) auftretenden Elemente 
x x , y x und 

r = i{x 2 — x z ) 2 + (y 2 — y z ) 2 

des Koordinatenkörpers heißen Koordinaten des Kreises Z(p x ; p 2 , p z ) bezüglich des 
gewählten KKS. Umgekehrt ist jedes Tripel (x x , y X) r) von Elementen des Koordi¬ 
natenkörpers mit der Nebenbedingung r > 0 Koordinatentripel genau eines 
Kreises, nämlich zum Beispiel des Kreises Z(p; p, p'), wobei p der Punkt mit den 
Koordinaten x x , y x und p r der Punkt mit den Koordinaten x x + r, 2/i i st - 

In einer Sprache der euklidischen Geometrie mit Kreisvariablen k,- bzw. Variablen 
für abstrakte Streckenlängen (bzw. Elemente des Koordinatenkörpers) sind die 
Operationen ,,Mittelpunkt von k“ und „Radius von k“ definierbar: 


M(k) := ip A p!p 2 (pi € k a p 2 € k pp! ^ pp 2 ), 
r(k) := ix A p(p 6k«»x = pM(k)). 

Im folgenden benötigen wir häufig die mit dem Begriff Potenz eines Punktes p 
bezüglich eines Kreises k zusammenhängenden Grundtatsachen. Da diese Potenz 
mittels Multiplikation von Streckenlängen definiert wird, hängt sie außer von p und 
k noch von der Einheitsstrecke p 0 p x ab. Wir definieren 


Po Wp> k ) : = 1 p.p,(p m ( 1 0) 2 - UfW)' 

Dann ist offenbar 


Pot Po Pl (P> k ) 


> 0, falls p „außerhalb** von k liegt, 
= 0, falls p 6 k, 

< 0, falls p „innerhalb** von k liegt. 


Ohn§ Beweis nennen wir hier den Satz 


p, p 2 , p 3 kollinear a p 2 £ k a p 3 € k 

*p. Pl (PP2) • W.(PPs) = Pot p.p,(P» k)- 

Für Kreise k x , k 2 mit verschiedenen Mittelpunkten ist die Menge aller Punkte, die 
bezüglich beider Kreise die gleiche Potenz haben, eine auf L[M{k x ), Jf(& 2 ))senkrechte 
Gerade, die wir die Potenzgerade der Kreise k x , k 2 nennen. Falls k x und k 2 zwei ver¬ 
schiedene Punkte gemeinsam haben, haben diese beiden bezüglich beider Kreise die 
Potenz 0, legen also die Potenzgerade fest. Andernfalls findet man die Potenzgerade 
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leicht, indem man einen Hilfskreis k z wählt, der lc\ und k 2 schneidet und vom Schnitt¬ 
punkt der beiden Potenzgeraden zu k lf k z bzw. k 2 , k 3 (der also bezüglich aller drei 
Kreise die gleiche Potenz hat) das Lot auf L[M(k i ) ) M(k 2 )) fällt. Weiteres hierzu 
siehe [1], [8]. 

Wir betrachten nun zwei Kreise k 1} k 2 mit den Radien r x bzw. r 2 und dem Mittel¬ 
punktsabstand d. Aus den Axiomen der euklidischen Ebenen folgt, daß k x und k 2 ent¬ 
weder keinen oder genau einen oder genau zwei gemeinsame Punkte haben. Wir 
definieren 

k x schneidet k 2 :•** V 2 ! ! p(p e k, A p € ij). 

/ 

Aus der Dreiecksungleichung folgt als notwendige Bedingung für das Schneiden von 
kx und k 2 

(2) d < Tx -f- r 2 a ri < d -f r 2 a r 2 < d -f- r 2 . 

Bezeichnet d(p, g) den Abstand des Punktes p von der Geraden g, der in beliebigen 
euklidischen Ebenen als Punkt-Geraden-Operation in die Menge der abstrakten 
Streckenlängen definierbar ist, so folgt wiederum aus der Dreiecksungleichung 

(3) d(M(k), g) < r(k) 

als notwendige Bedingung für das durch 

g schneidet k V 2 U p(p € g a p 6 k) 

definierte Schneiden der Geraden g und des Kreises k. Da in der Elementargeometrie 

die Existenz gewisser Punkte häufig dadurch nachgewiesen wird, daß man sie als 

Schnitt von Kreisen bzw. von Kreis und Gerade „konstruiert“, ist die Erage von 

grundlegender Bedeutung, in welchen euklidischen Ebenen folgende Satze gelten: 

* 

(4) M(ki) M(k 2 ) < r(kj) -f r(k 2 ) a r(kj) < M(k x ) M(k 2 ) + r(k 2 ) 
a r(k 2 ) < M(kj) M(k 2 ) -f- r(k x ) -> kj schneidet k 2 , 

(5) d(M(k), g) < r(k) g schneidet k, 

d. h. unter welchen Voraussetzungen die notwendigen Bedingungen (2) bzw. (3) 
auch hinreichend für die Existenz der Schnittpunkte sind. 

Zunächst ist festzustellen, daß in beliebigen euklidischen Ebenen (4) genau dann 
güt, wenn (5) gilt. Der Beweis sei nur angedeutet: Erfüllen zwei Kreise die Voraus¬ 
setzungen (2), so erfüllt jeder dieser Kreise zusammen mit der gemeinsamen Potenz¬ 
geraden (3), und man erhält die Schnittpunkte dieser Kreise auch als Schnittpunkte 
eines dieser Kreise mit der Potenzgeraden. Erfüllen umgekehrt ein Kreis und eine 
Gerade (3), so erfüllen dieser Kreis und der an der Geraden gespiegelte Kreis (2), und 
man erhält die gesuchten Schnittpunkte von Kreis und Gerade auch als Schnitt¬ 
punkte dieser beiden Kreise. 
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Eine euklidische Ebene heißt platonische Ebene , wenn in ihr (4) (und damit auch 
(5)) gilt. 1 ) 

Satz. Eine euklidische Ebene ist genau dann platonisch, wenn ihr Koordinatenkörper 
platonisch ist (vgl. Abschnitt 4.4). 

Beweis. Daß der Koordinatenkörper einer platonischen Ebene platonisch ist, 
ergibt sich daraus, daß man in einer platonischen Ebene zu jeder Strecke der Länge x 

eine Strecke der Länge ]/» konstruieren kann. Diese Konstruktion werden wir später 
behandeln, und die Untersuchung, in welchem Sinne derartige Konstruktionen Be¬ 
weiskraft haben, bildet den Hauptgegenstand dieses Buches. Zum Beweis der um¬ 
gekehrten Richtung bedienen wir uns der analytischen Geoemtrie. Es seien k l} k 2 
Kreise mit den Mittelpunkten p l} p 2 und den Radien r 1} r 2 , die (2) erfüllen. Wir wählen 
Pi als Ursprung und p 2 als Einspunkt der »-Achse eines KKS. Dann ergibt sich für 
die Koordinaten x, y eines Schnittpunktes p von k x und k 2 (Abb. 16) 

x 2 + y 2 = r\, (1 — x) 2 + y 2 = r\. 


Abb. 16 



Dieses Gleichungssystem wird, da der Koordinatenkörper nach Voraussetzung 
platonisch ist, durch 


x = 


+ r\ - r\ 


= ~ (! + r \ — r lf 


genau dann gelöst, wenn der auftretende Radikand 4rJ — (1 + r\ — r|) a nicht nega¬ 
tiv ist. Aus den vorausgesetzten Ungleichungen (2) folgt aber \r x — l.| < r 2 wegen 
r x < 1 + r 2 und 1 < r t + r 2 , d. h. (r x — 1) 2 < r\, d. h. 2r x > r\ + 1 — r\. Ferner 
r\ < (1 -f- Ti) 2 , d. h. 2r x > r\ — 1 — r\. Es ist also 2 r x > |1 + r\ — r\\, demnach 
tatsächlich 4 r\ > (1 -(- r\ — r\) 2 . 

Da zum Beispiel Pyth{Q ) ein zwar pythagoräischer, aber nicht platonischer Unter¬ 
körper des Körpers R der reellen Zahlen ist, folgt aus dem Satz die Unabhängigkeit 
des Zusatzaxioms (4) von den Axiomen II bis 15, Al bis A5, Kl bis K6. Andererseits 
ergibt sich sofort die Abhängigkeit von (4) von dem kategorischenAxiomensystem 
II bis 15, Al bis A6, Kl bis K6, d. h. die Gültigkeit von (4) in der Ebene R 2 . Die Hinzu- 


x ) Eine vom Kreisbegriff unabhängige axiomatische Charakterisierung derjenigen euklidischen 
Ebenen, die hier als platonisch bezeichnet werden, hat zuerst F. Schur gegeben. Sein zusätzliches 
Axiom lautet: Zu (durch Punktepaare gegebenen) Strecken c > a > 0 existiert ein rechtwink¬ 
liges Dreieck mit der Hypotenuse c und der Kathete a. Dieses Axiom ist offenbar zu ( 4 ) bzw. ( 5 ) 
äquivalent. 
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nähme von (4) zu den Axiomen II bis 15, Al bis A5, Kl bis K6 und damit die Fixie¬ 
rung der platonischen Ebenen als Gegenstand der Elementargeometrie kommt den 
Vorstellungen und Bedürfnissen der Schulmathematik sicher näher als die Theorie 
der euklidischen Ebenen. 

Es soll nun kurz dargelegt werden, in welcher Weise die Begriffe Kreis und Punkt- 
Kreis-Inzidenz anstelle der Kongruenz bzw. Bewegung als Grundbegriffe der eukli¬ 
dischen Geometrie dienen können. Wir beginnen mit dem Hinweis, daß die Operation 
M(pi,p 2 ) (Mittelpunkt der Strecke p x p 2 ) in der affinen Geometrie definierbar ist; 
man erhält M(p x , p 2 ) zum Beispiel als Schnittpunkt der Diagonalen eines über der 
Diagonalen p x p 2 erreichteten Parallelogramms. Dies wird in Kapitel 11 ausführlich 
behandelt. Ferner ist der Mittelpunkt M(k) eines Kreises k offenbar dadurch charak¬ 
terisierbar, daß jede Gerade durch M(k) den Kreis k in zwei Punkten p 1} p 2 schneidet, 
deren (affin definierter) Mittelpunkt M(k) ist. Wir definieren daher zunächst als 
Relation „p ist ein Mittelpunkt von k“: 

pMk A g(p € g-> V Pip 2 (pi + p 2 a p x € k 

Ap 2 ekAp 1 6gAp 2 €gAp = M(pj, p 2 ))). 

Unter Benutzung dieser Relation und der in Abschnitt 5.4 eingeführten Trans¬ 
lationskongruenz definieren wir nun (Abb. 17): 



Damit ist das Problem der Definition der Kongruenz in einer durch Kreisvariablen 
und Punkt-Kreis-Inzidenz erweiterten affinen Geometrie im Prinzip gelöst, da man 
die Axiome Kl bis K6 jetzt als Forderungen an die definitorisch eingeführte Kon¬ 
gruenz lesen, d. h. in Axiome über Punkt-Kreis-Inzidenz zurückübersetzen kann. 
Es gibt jedoch sicher äquivalente Axiomensysteme, die vom Standpunkt der Punkt- 
Kreis-Inzidenz als Grundbegriff „natürlicher“ sind. Zum Beispiel liegt es nahe, 

A k V ppMk 

und 

A PiP 2 (Pi =1= P 2 ~^ Vü k(p x Mk a p 2 6 k) 
als erste Axiome zu wählen. 
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Eine binäre Relation R in einer endlichen Menge M kann man graphisch veranschau¬ 
lichen, indem man die Elemente von M durch entsprechend beschriftete paarweise 
disjunkte Kreisscheiben ©, Rechtecke (7| oder ähnliches darstellt und für jedes Paar 
(x, y) 6 R einen (der Übersichtlichkeit halber eventuell gekrümmten) Pfeil von dem 
x darstellenden Gebilde zu dem y darstellenden Gebilde zeichnet. So wird z. B. die 
Teilbarkeitsrelation T e := {(m, n): m, n = 1, 6 a m teilt n) durch Abb. 18 dar- 



Abb. 18 


gestellt. Eine derartige Zeichnung heißt ein endlicher gerichteter Graph, im folgende 
kurz Graph genannt. Die in ihmauftretenden Pfeile heißen seine Kanten, die durch 
Pfeile verbundenen Gebilde seine Knoten. Es ist klar, daß umgekehrt jeder Graph 
eine binäre Relation in der Menge seiner Knoten beschreibt. (Die dafür notwendige 
Bedingung, daß vom Knoten x zum Knoten y höchstens ein Pfeil gezeichnet ist, sehen 
wir als Bestandteil der Definition des Begriffs Graph an.) Die Begriffe Graph bzw. 
binäre Relation stellen also im Grunde genommen die gleiche Art von Sachverhalten 
dar. Deshalb werden sie meist identifiziert. Wie der aufmerksame Leser schon be- 
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merkt haben wird, ist es gar nicht so einfach, eine wirklich exakte Definition des an¬ 
schaulichen Graphenbegriffs zu geben, während es keine Schwierigkeiten macht, zu 
erklären, was die Knoten bzw. die Kanten einer binären Relation R sind, nachdem 
man die Möglichkeit der zeichnerischen Veranschaulichung einer solchen Relation 
kennt. Wir werden im folgenden Definitionen und allgemeine Betrachtungen auf die 
mengentheoretische Fassung des Graphenbegriffs beziehen und graphische Dar¬ 
stellungen nur zur Veranschaulichung heranziehen. 

Eine nichtleere endliche Menge G von geordneten Paaren heißt ein Graph. Die 
Elemente ( x , y) von G heißen die Kanten von G, und x heißt ein Knoten von G, 
wenn ein y existiert, so daß (x , y) d G oder (y, x) € G. Mit K(G) bezeichnen wir die 
Menge der Knoten von G. Ist (x, y) £ G, so heißt x ein Vorgänger von y und y ein 
Nachfolger von x. Im folgenden werden wir nur Graphen betrachten, in denen jeder 
Knoten höchstens zwei Nachfolger hat. Knoten mit genau zwei Nachfolgern heißen 
Prüfknoten , Knoten mit genau einem Nachfolger heißen Arbeitsknoten , Knoten ohne 
Nachfolger heißen Ausgänge. Obwohl diese Knotenarten durch die Anzahl der je¬ 
weiligen Nachfolger unterschieden sind, werden wir in graphischen Darstellungen 
zusätzlich die Arbeitsknoten durch eckige Umrandung, die Prüfknoten durch ab¬ 
gerundete Umrandung hervorheben, während die Ausgänge nicht umrandet werden. 

Sind x t , ...,x n (n ^ 2) Knoten von Cr, so daß (#,-, Xi +1 ) d. G für i = 1, ..., n — 1, 
so heißt die Folge W = x lf ..., x n ein Weg in Cr, genauer ein Weg der Länge n von x x 
nach x n . Existiert ein solcher Weg, so heißt x n von x y erreichbar. Ein Weg heißt einfach , 
wenn seine Einoten paarweise verschieden sind. Ein Weg von x nach x heißt ein 
Zyklus. 

Ein Paar S = (G,e) heißt ein Strukturgraph , wenn güt: 

(la) G ist ein Graph und e einer seiner Knoten, der kein Ausgang ist. (e heißt 
Eingangsknoten von S und wird bei der graphischen Darstellung durch einen 
„freien Eingangspfeil“ markiert; vgl. Abb. 19a, S. 110. 

(lb) Jeder Knoten von G hat höchstens zwei Nachfolger. 

(lc) Jeder von e verschiedene Knoten ist von e erreichbar. Von jedem Knoten, 
der kein Ausgang ist, ist wenigstens ein Ausgang erreichbar. 

(l d) Beide Nachfolger eines Prüfknotens x sind von x und voneinander ver¬ 
schieden. 

Ist S = (G, e) ein Strukturgraph, so sei K(S) — K(G). Statt Kanten bzw. Knoten von 
G sagen wir dann auch Kanten bzw. Knoten von S. 

Ein einfaches Beispiel eines Strukturgrajfhen (in mengentheoretischer Notierung) 
ist ({(e, b), (b, e), (b, c), (c, a)}, e). Daß die Eigenschaften (la bis e) erfüllt sind, sieht 
man am einfachsten aus seiner graphischen Darstellung (Abb. 19a). 

Es sei (Cr, e) ein Strukturgraph, ip eine Abbildung, die jedem Prüfknoten von G 
einen seiner beiden Nachfolger zuordnet, <p eine Abbildung, die jedem Prüfknoten von 
G eine beliebige Menge (im allgemeinen eine Relation) und jedem Arbeitsknoten von 
G eine beliebige partielle Operation zuordnet, so heißt das Paar (y>, <p) eine Belegung 
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von (0, e), das Quadrupel $ = (G, e, y>, <p) ein Flußdiagramm , und ( G , e) heißt der 
(Struktur-) Graph des Flußdiagramms Flußdiagramme veranschaulichen wir, in¬ 
dem wir für alle Prüfknoten x den Pfeil, der die Kante (x y y)(x)} darstellt, durch ein 
herangeschriebenes „ja“ markieren und in jeden Arbeits- bzw. Prüfknoten die Be¬ 
zeichnung bzw. Definition der zugeordneten Operation bzw. Menge hineinschreiben. 
Letzteres bedingt natürlich in konkreten Fällen unterschiedliche und dem jeweiligen 
Text angepaßte Größen der Knoten. Die den Prüfknoten zugeordneten Mengen 
(Relationen) notieren wir meist durch eine darstellende Aussageform und setzen, 



um den Zusammenhang zu den beiden Ausgangskanten und dem „ja“ signifikanter 
zu machen, ein Fragezeichen dahinter. Abb. 19 b zeigt ein Flußdiagramm, das durch 
eine Belegung des in Abb. 19a dargestellten Strukturgraphen entstanden ist. Aus 
der Darstellung ist ersichtlich, daß das Flußdiagramm in einer noch zu präzisieren¬ 
den Weise den (hier als bekannt vorausgesetzten) Euklidischen Algorithmus zur Be¬ 
stimmung des größten gemeinsamen Teilers zweier natürlicher Zahlen m , n beschreibt. 
Allgemein definiert jedes Flußdiagramm eine neue partielle Operation, die aus den 
den Arbeitsknoten des zugehörigen Graphen zugeordneten Operationen in sehr all¬ 
gemeiner Weise superponiert ist: 

Für beliebige Dinge x sei 

<p(e) (x), falls e Arbeitsknoten und die Operation <p(e) für x 
definiert ist; 

x, falls e Prüfknoten ist; 

nicht definiert in allen übrigen Fällen. 

Es sei schon ^d#), •••> $n{ x ) definiert, und dabei seien im Graphen des Flußdia¬ 
gramms $ der Reihe nach die Knoten x x = e, x 2 , berührt worden. Dann sei 

der Nachfolger von x n , falls x n Arbeitsknoten ist; 

der Nachfolger y>(x n ), falls x n Prüfknoten ist und % n (x) 6 <p(% n ) 

gilt (d. h. falls die dem Knoten x n zu¬ 
geordnete Relation auf $„(#) zutrifft); 

der von y(x n ) verschiedene Nachfolger von x n , falls x n Prüf- 

knoten ist und % n (x) $ <p(x n ) gilt. 
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Ist x n+1 ein Ausgang, so sei %(x) := $»(&). Andernfalls sei 


tW«) = 


(p{x n+l ) $„(#), falls x n+1 Arbeitsknoten und die Operation 
<p{x n+1 ) für definiert ist, 

$ n (x), falls x n+l Prüfknoten ist, 
nicht definiert in allen übrigen Fällen. 


%{x) ist also — kurz gesagt — das Resultat, das man eventuell erhält, wenn man mit 
x in den Eingangsknoten „hineingeht“ und einen (implizit durch x) eindeutig be¬ 
stimmten Weg verfolgt, wobei man in jedem Arbeitsknoten die diesem zugeordnete 
Operation auf das zuletzt erhaltene Zwischenresultat anwendet, in jedem Prüf¬ 
knoten die Fortsetzung des Weges in Abhängigkeit vom Zutreffen oder Nicht- 
zutreffen der diesem Knoten zugeordneten Relation auf das zuletzt erhaltene 
Zwischenresultat wählt und das Verfahren abbricht, wenn man bei einem Ausgangs¬ 
knoten ankommt (falls dies jemals der Fall ist). Die eventuelle Nichtexistenz von 
$(x) für gegebenes x kann dadurch Zustandekommen, daß ein gewisses Zwischen¬ 
resultat nicht im Definitionsbereich der jeweils anzuwendenden Operation liegt oder 
dadurch, daß der auf Grund der Prüfungen der Zwischenresultate einzuschlagende 
Weg niemals zu einem Ausgangsknoten führt. Zwar wird man in konkreten Fällen 
nur solche Operationen durch ein Flußdiagramm miteinander verknüpfen, bei denen 
zumindest von der Art der Zwischenresultate die Anwendbarkeit der jeweils nächsten 
Operation möglich erscheint. Man wird also z. B. einen Arbeitsknoten, der mit einer 
Operation im Bereich der Punkte einer Ebene belegt ist, nicht mit einem Arbeits¬ 
knoten verbinden, dessen Operation höchstens auf gewisse natürliche Zahlen an¬ 
wendbar ist. Da jedoch auch bei einem — etwas vage ausgedrückt —„sinnvollen“ 
Flußdiagramm $ im allgemeinen nicht übersehbar ist, für welche x ein Resultat $(x) 
existiert, bietet es kaum einen Vorteil, den Begriff des Flußdiagramms von vorn¬ 
herein in der angedeuteten Richtung einzuschränken. (Die Bedingungen (c) und (d) 
in der Definition der Strukturgraphen dienen der Ausschließung gewisser mit Sicher¬ 
heit unsinniger Verknüpfungen.) 

Sind die den Arbeitsknoten eines Flußdiagramms $ zugeordneten Operationen in 
einem nicht näher präzisierten Sinn „effektiv ausführbar“ und die den Prüfknoten 
von 0f zugeordneten Relationen im gleichen Sinn „effektiv entscheidbar“ (d. h., 
man kann von jedem Ding feststellen, ob es in der betreffenden Relation steht oder 
nicht), so stellt offenbar eine partielle Operation dar, die ebenfalls effektiv ausführ¬ 
bar ist. Andererseits ist es nach allen bisherigen Erfahrungen als sicher anzunehmen 
(vgl. die Hypothese von Chxjrch), daß die Verknüpfung von Operationen und Prüf¬ 
relationen mittels Flußdiagrammen die allgemeinste Methode zur Erzeugung von 
effektiv ausführbaren Operationen aus einem System von Operationen und Rela¬ 
tionen ist, die als effektiv ausführbar bzw. effektiv entscheidbar angesehen werden, 
d. h., der Begriff des Flußdiagramms stellt eine implizite Charakterisierung dessen 
dar, was notwendig als algorithmisch (effektiv, konstruktiv) durchführbar anerkannt 
werden muß, wenn man diese Eigenschaft gewissen Grundoperationen und der Ent¬ 
scheidung über das Zutreffen gewisser Grundrelationen zuerkennt. 
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Der bisher benutzten (allgemeinsten) Erklärung der durch ein Flußdiagramm $ 
definierten partiellen Operation lag die Vorstellung zugrunde, daß ein Eingabeding 
x als „Arbeitsgegenstand“ tatsächlich in ^ von Knoten zu Knoten einen Weg zurück¬ 
legt und sich dabei Schritt für Schritt ändert. Für innermathematische Anwendungen 
ist jedoch folgende speziellere Situation charakteristisch: 

Der sich Schritt für Schritt ändernde Arbeitsgegenstand ist ein „Speicher“ (in sehr 
allgemeinem Sinn), dessen jeweüiger Inhalt aus einzelnen Komponenten besteht, die 
mittels „Addressen“ aufrufbar sind und in dem zu Beginn unter endlich vielen Adres¬ 
sen Xj,..., x n die Komponenten der Eingabe x vorliegen. Jede einem Prüfknoten von 
££ zugeordnete Prüfrelation (die eigentlich auf den gesamten Arbeitsgegenstand, d. h. 
den Speicher samt Inhalt anzuwenden ist) bezieht sich auf endlich viele Adressen. 
Ihre effektive Entscheidbarkeit bedeutet, daß man das w-tupel der zur Zeit unter 
diesen Adressen gespeicherten Dinge dieser Prüfung unterwerfen kann. Analog be¬ 
zieht sich jede (eigentlich auf den gesamten Speicher anzuwendende) einem Arbeits¬ 
knoten von $ zugeordnete Operation auf endlich viele Adressen. Ihre effektive Aus¬ 
führbarkeit bedeutet, daß man die unter den angegebenen Adressen gespeicherten 
Dinge „abrufen“, an ihnen die angegebene Operation ausführen und das Resultat 
unter der angegebenen Adresse wieder abspeichern kann. Dabei ist ein Abrufen mit 
oder ohne Löschen möglich. Im ersten Fall (der zum Beispiel bei „materieller Pro¬ 
duktion“ eintritt) gehen die Zwischenresultate bei weiterer Bearbeitung verloren. 
Die freiwerdenden Adressen können neu besetzt werden. Im zweiten Fall bleiben alle 
jemals auftretenden Zwischenresultate erhalten. Jedes neue Zwischenresultat be¬ 
nötigt dann eine neue Adresse, d. h., der Speicher muß im allgemeinen potentiell 
unendlich sein. Eventuelles Endresultat der Anwendung von $ auf einen Speicher 
mit ursprünglichem Inhalt x ist eigentlich der gesamte letzte Speicherinhalt, in 
Wirklichkeit meist nur der Inhalt endlich vieler Adressen unter Vernachlässigung 
aller für das gewünschte Resultat uninteressanten Zwischenrechnungen. 

Um dem Leser eine Vorstellung von der großen Allgemeinheit des hier skizzierten 
Prinzips eines durch ein Flußdiagramm bearbeiteten Speichers zu vermitteln, sei 
auf folgende Beispiele bzw. Spezialfälle verwiesen: 

1. Es gibt nur eine Adresse, und der Speicher enthält nur ein einziges Ding x. In 
jedem Schritt wird der jeweilige Speicherinhalt entnommen, geprüft oder bearbeitet 
und unter derselben Adresse wieder im Speicher abgelegt. — Diese Überlegung zeigt, 
daß der ursprüngliche Ansatz eines einzelnen durch ein Flußdiagramin bearbeiteten 
Dinges seinerseits ein Spezialfall des bearbeiteten Speichers ist., 

2. Der Speicher ist in numerierte Zellen eingeteilt, deren jede eine Zahl speichern 
kann. Die Adressen sind die Nummern der Zellen. Die Arbeitsweise entspricht der 
realer Rechenautomaten. 

3. Der Speicher ist ein großer Kasten, in dem endlich viele materielle Dinge liegen, 
denen Adressen in Form von beschrifteten Etiketten beigefügt sind. Ein Arbeits¬ 
schritt besteht darin, zunächst die dafür benötigten Teile anhand der Etiketten im 
Kasten zu suchen, mit ihnen eine Operation auszuführen (z. B. Verbinden zweier 
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Teile, Bohren eines Loches in ein Teil), das Resultat mit einem Etikett zu versehen 
und in den Kasten zurückzulegen. 

4. Der Speicher ist ein Zeichenblatt, auf dem gewisse Dinge in Form gezeichneter 
Punkte, Geraden, Kreise gespeichert sind, denen Adressen in Form von Beschriftun¬ 
gen (z. B. pi, p 17 , g 3 ) beigefügt sind. Ein Arbeitsschritt besteht darin, die Stücke mit 
den angegebenen Adressen im Speicher zu suchen, an ihnen eine geometrische Opera¬ 
tion auszuführen und das Resultat mit einer neuen Adresse (Beschriftung) laut An¬ 
weisung des vorliegenden Arbeitsknotens zu versehen. 

In diesem Buch wird uns hauptsächlich der zuletzt beschriebene Fall beschäftigen. 
Da jedoch die spezielle Art und Weise der Ausführung von Prüf- und Arbeitsschritten 
für die weiteren Untersuchungen über Flußdiagramme in diesem Kapitel ohne Be¬ 
deutung ist, kehren wir hier zunächst zur ursprünglichen Vorstellung zurück. 

Flußdiagramme heißen äquivalent (Qfj ^ % 2 ), wenn sie die gleiche partielle Opera¬ 
tion darstellen, d. h. ^ ^ % 2 , wenn für jedes Ding x genau dann $i(a;) existiert, 
wenn % 2 (x) existiert und im Fall der Existenz $i(a,*) = 8f*(*) ist. 

Es seien (G x , e x ), (G 2 , e 2 ) Strukturgraphen. Eine Abbildung / von K(G 2 ) auf K(G X ) 
heißt eine Darstellung von (G x , e x ) in (G 2} e 2 ), wenn gilt: 

(2a) f(e 2 ) = e v 

(2b) / bildet die Arbeitsknoten von G 2 auf die Arbeitsknoten von G x , die Prüf¬ 

knoten von G 2 auf die Prüfknoten von G x und die Ausgänge von G 2 auf die 
Ausgänge von G x ab. 

(2 c) Ist (a, y) £ G 2 , so ist (f{x), f{y)) £ G x . 

(2d) / ordnet den beiden Nachfolgern eines Prüfknotens die beiden Nachfolger 

des Bildknotens zu. 

Gibt es eine solche Darstellung, so heißt (G x , e x ) in (G 2 , e 2 ) darstellbar. 

Ist / eine Darstellung von (G x , e x ) in (G 2 , e 2 ) und (ip, <p) eine Belegung von (G x , e x ), 
so sei für jeden Prüfknoten z von G 2 y)f(z) derjenige seiner beiden Nachfolger, der durch 
/ auf ip(z) abgebildet wird. Ferner ordnet die Verkettung o / der Abbildungen (p und 
/ jedem Prüfknoten von G 2 eine Menge und jedem Arbeitsknoten von G 2 eine Opera¬ 
tion zu. Daher ist (yy, <p o /) eine Belegung von (G 2 , e 2 ). Ist % = (G x , e x , ip, <p), so sei 
:= (G 2) e 2 , iff, <p o /). Auf Grund der Definition der Darstellung verifiziert man 
nun leicht: 

Satz 1. Für jedes Ding x und jede natürliche Zahl n existiert $ n (x) genau dann, 
wenn % f n {x) existiert, und im Fall der Existenz ist $ n (x) — ${(a;). Es gilt ferner: $ ^ %f. 

Strukturgraphen (G x , e x ), (G 2 , e 2 ) heißen isomorph, wenn eine eineindeutige Ab¬ 
bildung / von K(G X ) auf K(G 2 ) existiert mit f(e x ) — e 2 und (#, y) 6 G x genau dann, 
wenn (f{x), f(y) y j £ G 2 . Isomorphe Strukturgraphen sind „nicht wesentlich verschie¬ 
den“. In der Tat betreffen verschiedene Betrachtungen in diesem Abschnitt eigentlich 
weniger Strukturgraphen als Klassen untereinander isomorpher Strukturgraphen. 

Offenbar ist jeder Isomorphismus eine Darstellung. Da ferner, wie man leicht nach¬ 
weist, die Verkettung von Darstellungen wieder eine Darstellung ist, gilt insbesondere: 
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Ist ein Strukturgraph S x in einem Strukturgraphen S 2 darstellbar und ist S x iso¬ 
morph zu S[ und S 2 isomorph zu S 2 , so ist auch S'{ in S 2 darstellbar. 

Durch die Forderung minimaler Knotenzahl ist bis auf Isomorphie eindeutig der 
als Arbeitsbaustein bezeichnete Strukturgraph ({(e, a)}, e) charakterisiert. Struktur¬ 
graphen der Form ({(e v a x ), (e, a 2 )\, e) bezeichnen wir als Prüfbausteine (Abb. 20). 



Bausteine Verkettung Bedingung Verzweigung Iteration 

Vk(S,x) B(S,x,a) Vz(S p S 2 ,x) It(S,a> 

Abb. 20 

Ist S — (G, e) ein beliebiger Strukturgraph, so sei für x 

Vk(S, x) := ( G u {(#, e)}, x). 

Für x $ K{G), a $ K(G) sei 

B(S, x, a) := [G U {(#, e), (x, a)}, x). 

Ist S' = (G' } e') ein weiterer Strukturgraph mit K{G) 0 K(G') = 0 , x$*K{G), 
x $ K(G'), so sei 

Vz(S, S', x) := (G u G' U'{(a, e), {x, e')}, x). 

Hat S wenigstens zwei Ausgänge und ist a einer dieser Ausgänge, so sei 
It(S, a) := ( G \ {(x, a): x £ K(G)} u {( x , e): (x, ä) £ G), e). 

Die Operationen Vk, B, Vz, It, die in Abb. 20 veranschaulicht sind, heißen Verkettung 
bzw. Bedingung bzw. Verzweigung bzw. Iteration . Das Resultat ihrer Anwendung auf 
einen bzw. zwei Strukturgraphen ist offenbar wieder ein Strukturgraph. Vk erhöht 
die Anzahl der Arbeitsknoten um 1, B und Vz erhöhen die Anzahl der Prüfknoten 
um 1, It reduziert die Zahl der Ausgänge um 1, B erhöht die Zahl der Ausgänge um 
1 usw. 

Wir definieren die Menge I der induktiven Strukturgraphen als die kleinste Menge, 
die alle Graphen vom Bausteintyp enthält und bezüglich der Operationen Vk, B, Vz 
und It abgeschlossen ist, d. h. 

(3 a) Jeder Baustein ist Element von I. 

(3b) Ist S £ I, so ist auch Vk(S, x) 6 / für x $ K(G) und B(S, x,a) £ I für x, a $ 
K(G) und It(S, a) £ I, falls S mindestens zwei Ausgänge hat und a ein Aus¬ 
gang von S ist . 

Sind S lf S 2 € I, so ist auch Vz(S x , S 2 , x) £ I, falls K(S X ) O K(S 2 ) = 0 und 
x $ K(S X ) U K(S 2 ). 
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(3 c) Aus 8 6 J folgt : S ist Baustein , oder es gibt ein S' 6 I, so daß S = Vk(S', x) 

oder 8 = B(8', x, ä) oder 8 = It(8', a) mit gewissen x, a, oder es gibt 8 1} S 2 € /, 
so daß 8 — Vz{8 X) S 2 , x) mit einem gewissen x.. 

Abb. 21a (siehe S. 116) zeigt, daß nicht jeder Strukturgraph induktiv ist. Es gilt 
jedoch 

Satz 2. Jeder Strukturgraph ist in einem induktiven Strukturgraphen darstellbar. 

Zum Beweis zunächst folgende Vorbetrachtung: Ist 8 = (0, e) ein Strukturgraph 
und e’ ein Nachfolger von e, der kein Ausgang ist, so sei K' = K(e') die Menge der¬ 
jenigen Knoten von G, die von e’ auf einem Wege erreichbar sind, der e höchstens als 
letztes Glied enthält. Ist e Arbeitsknoten, d. h. e' der einzige Nachfolger von e, so 
ist K f = K{G), falls e von e' erreichbar ist, andernfalls ist IC — K(G) \ {e}. Ist e 
ein Prüfknoten, sind e' und e" die beiden Nachfolger von e und ist K" — K(e"), so 
haben K' und K" im allgemeinen auch dann Knoten gemeinsam, wenn weder e" 
von e' noch e' von e" erreichbar ist. 

Unter unserer Voraussetzung, daß der betrachtete Nachfolger e' von e kein Aus¬ 
gang ist, ist 

& = 8 (e') = ((G n (K' x K')) \ {(«, e% e') 
wieder ein Strukturgraph. Falls, e in 8 ' überhaupt noch vorkommt, d. h. falls e von 
e' erreichbar ist, so ist e in 8 ' nur noch Ausgang, d. h., die Anzahl n(8') der Prüf- und 
Arbeitsknoten in S' ist mindestens um 1 kleiner als die betreffende Anzahl n(S) in 
8 (n(8 f ) = n(S) — 1, falls e Arbeitsknoten ist). 

Nun werden wir Satz 2 durch Induktion über n(S) beweisen: Ist n(S) = I, so ist 
S offenbar ein Baustein, also selbst induktiv. Satz 2 sei schon für alle Struktur¬ 
graphen mit n(S) ^ n (n ^ 1) bewiesen, und es sei 8 = (G, e) ein Strukturgraph mit 
n(S) = n + 1. 

Fall 1: e ist Arbeitsknoten. Der Nachfolger e' von e ist kein Ausgang, folglich ist 
8 ' ein Strukturgraph mit n(S') = n. Daher existiert nach Induktionsannahme eine 
Darstellung / von 8' in einem induktiven Strukturgraphen 8 1 (wobei wir annehmen 
können, daß e nicht in 8 t vorkommt; das kann man erreichen, indem man nötigen¬ 
falls statt 8 1 einen dazu isomorphen Graphen nimmt). S 2 — Vk(S 1> e) 6 I 


Fall la: e ist von e' in 8 nicht erreichbar. Dann ist 
f(x) für x e K{Si), 
e für x = e 
eine Darstellung von 8 in S 2 . 


m 


=i 


Fall lb: e ist in 8 von e' erreichbar. Dann ist e in 8' ein Ausgang. Es seien e u ..., e m 
diejenigen Ausgänge von S 2 , für die /(e,) = e ist. Da 8' außer e mindestens noch einen 
Ausgang a hat, hat auch S 2 mindestens einen von e l5 ..., e m verschiedenen Ausgang. 

Daher ist S 3 := 

definiert und ein induktiver Strukturgraph, und die wie oben definierte Abbildung / 
ist eine Darstellung von 8 in 8 3 . 


8* 
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Fall 2: e ist Prüfknoten. Die beiden Nachfolger e' und e" von e in 8 sind beide 
keine Ausgänge. Dann sind S' und S" Strukturgraphen mit n(S') n, n(S") ^ n. 
Daher existieren nach Induktionsannahme Darstellungen f von S' in einem Graphen 



a)S nicht induktiv b) c) (c) d)S 3 =S 1 (d)^S 2 (d) 



e) S4-S3 (f) f) S 5 = S$ (g) g) $• jnduktiv 

induktiv induktiv f(xi)-x ist Darstellung von S in S 1 

Abb. 21 


€ I bzw. /" von S" in einem Graphen S" £ I . Dabei können wir annehmen, daß 
$1 und S'i keinen Knoten gemeinsam haben und daß auch beide e nicht enthalten. 
S 2 = Vz(S\, S", e) € /. 
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Fall 2a: e ist weder von e' noch von e" erreichbar. Dann ist 


fix) = 


fix) für x 6 K(S\), 
fix) für x £ K(S"), 
e für x — e 


eine Darstellung von 8 in $ 2 . 

Fall 2b: e ist von wenigstens einem der Nachfolger e', e" erreichbar. Dann ist e 
in S' oder in 8" (oder in beiden) Ausgang. e t , .. e m seien diejenigen Ausgänge von 
8 [ bzw. S'i $ die durch /' bzw. f" auf e abgebildet werden. Da wenigstens einer der 
Graphen S', S" einen von e verschiedenen Ausgang hat, hat S 2 einen von e 1} ..., e m 
verschiedenen Ausgang. Daher ist 

S 3 = j£(--*(/£(£ 2 , e x ), •••), e m ) 

definiert und S 3 € I und die wie oben definierte Abbildung / eine Darstellung von 8 
in S 3 . 

Der Leser wird nun in der Lage sein, den Beweis des noch fehlenden Falles 3 
(e ist Prüfknoten, und einer seiner beiden Nachfolger ist ein Ausgang) selbst zu er¬ 
gänzen. 

Der Beweis des Satzes 2 liefert ein Verfahren, durch das man zu einem beliebigen 
Strukturgraphen 8 eine Darstellung / in einem induktiven Strukturgraphen effektiv 
konstruieren kann. Ein Beispiel ist in Abb. 21 dargestellt. 

Ein Flußdiagramm heißt induktiv , wenn sein Strukturgraph induktiv ist. Die Sätze 
1 und 2 bedeuten zusammen: 

Die induktiven Flußdiagramme bilden ein vollständiges Repräsentantensystem 
(bezüglich der Äquivalenz) für alle möglichen Flußdiagramme, die aus einem ge¬ 
gebenen System von Grundoperationen und Prüfrelationen erzeugt werden können. 
Dies gestattet es, induktive Definitions- und Beweismethoden (die sich auf (3 c) 
stützen) bei Untersuchungen über Flußdiagramme anzuwenden. 
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7.1. Reale und ideale Konstruktionsmittel 

Die Bezeichnung Konstruktionsmittel verwenden wir als Oberbegriff für die drei zur 
Durchführung einer konkreten geometrischen Konstruktion erforderlichen materiellen 
Hilfsmittel: 

a) Zeichenfläche , z. B. Papierbogen, glatte Metallfläche, Wandtafel; 

b) Zeichengerät, z. B. Bleistift, Reißnadel, Tafelkreide; 

c) Konstruktionsinstrumente, z. B. Lineal, Zirkel, Winkeldreieck. 

Gegenstand der mathematischen Behandlung geometrischer Konstruktionen 
waren ursprünglich konkrete Konstruktionen, die auf realen Zeichenflächen mit 
realen Zeichengeräten und realen Konstruktionsinstrumenten durchgeführt werden. Um 
aber überhaupt mathematische Methoden anwenden zu können, sind — wie überall, 
wo die Mathematik mit der Praxis konfrontiert wird — gewisse mehr oder weniger 
schwerwiegende Abstraktionen bzw. Idealisierungen der wirklichenBedingungen er¬ 
forderlich. Diese Abstraktionen betreffen die Zeichenfläche, die Zeichengeräte und die 
Konstruktionsinstrumente, und das Resultat derartiger Abstraktionen bezeichnen 
wir als ideale Zeichenflächen, ideale Zeichengeräte bzw. ideale Konstruktionsinstru¬ 
mente. 

Es wird angenommen, daß die Zeichenfläche bezüglich der auf ihr gezeichneten 
Punkte, Geraden, Kreise bzw. sonstigen Kurven ein exaktes Modell einer mathema¬ 
tisch definierten Struktur ist. In der Regel ist diese Struktur die euklidische Ebene, 
in bescheidenerem Umfang hat man sich auch mit Konstruktionen in nichteuklidi¬ 
schen Ebenen, auf Kugeloberflächen u. ä. beschäftigt. Die die Zeichenfläche betreffen¬ 
den Idealisierungen schließen ferner im allgemeinen die Vernachlässigung der be¬ 
schränkten Ausdehnung realer Zeichenflächen ein, d. h., es wird angenommen, daß 
alle im Laufe einer Konstruktion entstehenden Schnittpunkte „zugänglich“ sind. Ein 
besonderer Zweig der Theorie der geometrischen Konstruktionen befaßt sich dem¬ 
gegenüber mit der Ausführbarkeit von Konstruktionen in beschränkten Teilen der 
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euklidischen Ebene. Hierunter fallen neben Konstruktionen auf nach außen be¬ 
schränkten, z. B. rechteckigen Zeichenflächen auch Konstruktionen auf Zeichen¬ 
flächen mit „Löchern“ wie sie z. B. in der Feldmessung auftreten, wo Seen, Sümpfe 
u. ä. zu umgehen sind. Wenn auch die Voraussetzungen der Theorie der Konstruktio¬ 
nen in beschränkten Teilen der Ebene den wirklichen Verhältnissen besser angepaßt 
sind als die sonst üblichen Annahmen (in ähnlicher Weise, wie z. B. die spezielle 
Relativitätstheorie die Realität besser modelliert als die Newtonsche Mechanik), so 
muß doch gesagt werden, daß auch die Zeichenflächen dieser Theorie ideale Zeichen¬ 
flächen sind. 

Die Idealisierung der Zeichengeräte, die eng mit der jeweihgen Zeichenfläche und 
deren Idealisierung verknüpft sind, schließt ein, daß die gezeichneten Punkte aus¬ 
dehnungslos — aber dennoch für das Auge des Konstrukteurs erkennbar sind, analog, 
daß die gezeichneten Kurven eindimensional sind und sich ihre Schnittpunkte exakt 
bestimmen lassen. Ein Analogon zur Theorie der Konstruktionen in beschränkten 
Gebieten wäre eine Theorie der Konstruktionen, in der statt mit Punkten etwa mit 
konvexen Punktmengen kleinen Durchmessers und statt mit Geraden mit Streifen 
endlicher Breite operiert wird. 

Bezüglich der Konstruktionsinstrumente wird angenommen, daß die mit ihrer 
Hilfe gezeichneten Gebilde mathematisch genaue Kurven bestimmter Art sind, daß 
also z. B. die mit dem Lineal gezogenen Linien Geraden im Sinne der euklidischen 
Geometrie und die mit dem Zirkel gezeichneten Kurven exakte Kreise sind. In bezug 
auf diese Annahmen spricht man vom idealen Lineal, idealen Zirkel usw. Diese Be¬ 
griffe schließen in der Regel weiterhin ein, daß man mit dem Lineal beliebig weit 
entfernte und auch beliebig dicht benachbarte Punkte durch einfaches Anlegen ver¬ 
binden und daß man mit dem Zirkel Kreise von beliebigem (insbesondere beliebig 
großem und beliebig kleinem) Radius schlagen kann. Ein Teilgebiet der Theorie der 
Konstruktionen beschäftigt sich damit, wie sich die endliche Länge realer Lineale und 
die begrenzte Spannweite realer Zirkel auf die Ausführbarkeit von Konstruktionen 
auswirken. Aber auch das kurze Lineal und der beschränkte Zirkel dieser Theorie sind 
— obwohl der Zeichenpraxis näher -— nach unserer Terminologie ideale Instrumente. 

Die klassische Theorie der geometrischen Konstruktionen hat sich vor allem mit 
den Instrumenten Lineal, Parallellineal, (Lineal mit zwei parallelen Kanten von 
festem oder einstellbarem Abstand), Winkellineal (Lineal mit zwei sich schneidenden 
Kanten, die einen festen oder einstellbaren Winkel büden), markiertes Lineal (Lineal 
mit einer darauf markierten festen Strecke) und Zirkel beschäftigt. Auch das Studium 
von Mechanismen zur Erzeugung ebener Kurven (z. B. Ellipsenzirkel verschiedener 
Ausführung; vgl. [3]) kann'man ihr zurechnen. Gelegentlich sind Untersuchungen 
über recht ausgefallene, aber mathematisch interessante Konstruktionsmittel (z. B. 
Falten von durchscheinendem Papier [2, § 12]) angestellt worden. Gemeinsam ist 
allen diesen Untersuchungen, daß die betrachteten Instrumente bzw. Sätze von 
mehreren Instrumenten (z. B. Zirkel und Lineal) gewissermaßen axiomatisch charak¬ 
terisiert werden, indem man festlegt, welche abstrakten Operationen (in der Regel im 
Bereich der Punkte, Geraden und Kreise der betrachteten Ebene) mit ihnen aus- 
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geführt werden können bzw. dürfen. Dadurch werden alle mit der technischen Reali¬ 
sierung zusammenhängenden Fragen bereits im Anfangsstadium der Untersuchung 
eliminiert. Jedes reale Instrument, mit dem die festgelegten Operationen ausgeführt 
werden können, ist „ein Modell“ des betrachteten idealen Instruments. Außer dem 
üblichen hölzernen bzw. metallenen Lineal ist z. B. auch eine aus einer Schnur und 
zwei Stiften bestehende Vorrichtung ein Modell des idealen Lineals. Auch ein Mensch, 
der die Fähigkeit besitzt, mit für den beabsichtigten Zweck hinreichender Genauig¬ 
keit Geraden aus freier Hand zu zeichnen, ist ein Modell des idealen Lineals. 

Bei der anschließenden Betrachtung der einzelnen Instrumente werden wir fest¬ 
stellen, daß einige ideale Instrumente die Ausführung mehrerer Operationen ge¬ 
statten, während andererseits gewisse zur Durchführung der Konstruktionen nötige 
Einzelschritte (vornehmlich die visuelle Bestimmung von Schnittpunkten) keines 
besonderenlnstrumentes bedürfen. Es besteht also im allgemeinen keine eineindeutige 
Zuordnung zwischen den idealen Instrumenten eines gewissen Instrumentensatzes und 
den Operationen, die als Einzelschritte von Konstruktionen zulässig sind. Der ent¬ 
scheidende Ansatz für die weitere mathematische Untersuchung eines gegebenen 
Instrumentensatzes ist daher die Aufstellung des Systems der zulässigen Grundopera¬ 
tionen (Einzelschritte der Konstruktionen). Diesen Vorgang bezeichnen wir als 
logische Analyse des gegebenen Systems von idealen Instrumenten und sein Resultat 
als einen abstrakten Instrumentensatz . Im nächsten Abschnitt werden wir eine größere 
Anzahl klassischer Instrumentensätze logisch analysieren. Da wir uns danach nur 
noch auf die herauspräparierten abstrakten Instrumentensätze beziehen werden, 
treten die Begriffe „reales Konstruktionsinstrument“ und „ideales Konstruktions¬ 
instrument“ in der eigentlichen Theorie der geometrischen Konstruktionen nicht 
mehr auf. Es sei noch bemerkt, daß man, von rein theoretischen Überlegungen aus¬ 
gehend, ein gewisses System von geometrischen Operationen (d. h. einen abstrakten 
Instrumentensatz) zum Gegenstand eines Zweiges der Theorie der geometrischen 
Konstruktionen machen und nachträglich nach technischen Realisierungen dieses ab¬ 
strakten Instrumentensatzes fragen kann. 


7.2. Logische Analyse und Klassifikation von Instrumentensätzen 

Wir erinnern daran (vgl. Abschnitt 2.5), daß Grundlage für die Definition einer 
(eventuell partiellen) Operation in einer axiomatischen Theorie«^“ die Gültigkeit einer 
BEE (bedingten eindeutigen Existenzaussage) ist: 

Ist A x(H'(x) -> VH yH"(x, y)) 6 «T, so ist 
F H ' >H "(x) ♦= tyH"(x, y) definiert für alle x mit H'(x). 

Ist andererseits die (partielle) Operation F Grundbegriff einer axiomatischen Theorie, 
so ist F — F H ' t H «, wenn man für H' den Ausdruck V yF(x) = y und für H" den Aus- 
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druck F(x) = y setzt. Jede Grundoperation oder definierbare Operation F wird also 
durch ein Paar H', H" von Ausdrücken der zugrundeliegenden Sprache beschrieben, 
wobei H' den Definitionsbereich und H" die charakteristische Beziehung zwischen 
Urbild- und Bildelement angibt. Der Definitionsbereich muß dabei nicht notwendig 
maximal sein. Ist 

A x(H'(x) -5- V!! yH"(x, y)) 6 

und H ein behebiger Ausdruck, in dem gewisse der Komponenten von x vollfrei Vor¬ 
kommen, so gilt in erst recht 

Ax(H'aH ->V!!yH"(x,y)). 

Wir nennen F H /^ H> H « die durch H eingeschränkte Operation F H / f H //. 

Die logische Analyse eines idealen Instrumentensatzes besteht in der Angabe des 
Systems S = (F 1} ..., F„) derjenigen Operationen, die durch die einzelnen Instrumente 
bzw. die Art, in der sie benutzt werden „dürfen“, realisiert werden. Umgekehrt 
werden wir jedes derartige in einer geometrischen Theorie definierbare System als 
einen (abstrakten) Instrumentensatz bezeichnen. Die hierdurch vollzogene Präzisie¬ 
rung des Begriffs logische Analyse schließt ein, daß nur solche Operationen mit den 
idealen Instrumenten betrachtet werden können, die im Rahmen der gewählten 
Formalisierung bzw. Axiomatisierung der Geometrie definierbar sind. Wie die 
folgenden Beispiele zeigen werden, ist die Betrachtung der meisten traditionellen 
geometrischen Instrumentensätze gerade wegen dieser notwendigen Einschränkung 
mit beträchtlichen Schwierigkeiten verbunden. 

Die logische Analyse ermöglicht die Klassifikation der betrachteten Instrumenten¬ 
sätze nach verschiedenen Gesichtspunkten, die sich dann von den abstrakten Istru- 
menten (-Sätzen) auf ihre „Modelle“, die idealen bzw. realen Instrumente (Instru¬ 
mentensätze) übertragen lassen. Auf vordergründige Merkmale wie die Unterschei¬ 
dung von partiellen und vollen Operationen, die Stellenzahl usw., gehen wir nicht 
weiter ein und lenken die Aufmerksamkeit auf die beiden folgenden Einteilungs¬ 
prinzipien : 

Klassifikation nach den in der Definition vorkommenden Grundbegriffen: Instru¬ 
mente, die allein mittels Inzidenz definierbar sind, heißen Inzidenzinstrumente, In¬ 
strumente, die allein mittels „zwischen“ definierbar und nicht schon Inzidenzinstru¬ 
mente sind, heißen affine Instrumente. Instrumente, zu deren Definition der Kongru¬ 
enzbegriff oder ein gleichwertiger Grundbegriff erforderlich ist, heißen Kongruenz¬ 
instrumente. Ein Instrumentensatz heißt Inzidenzinstrumentensatz, wenn alle seine 
Komponenten Inzidenzinstrumente sind, affiner Instrumentensatz, wenn alle seine 
Komponenten affine Instrumente bzw. Inzidenzinstrumente sind und er nicht schon 
ein Inzidenzinstrumentensatz ist. Enthält ein Instrumentensatz wenigstens ein Kon¬ 
gruenzinstrument, so heißt er ein Kongruenzinstrumentensatz. 

Klassifikation nach dem Auftreten von Konstanten: Gibt es für ein abstraktes In¬ 
strument F Ausdrücke H', H", in denen keine Konstanten Vorkommen, so daß 
F = F h / >h // ist, so heißt F ein freies Instrument. Andernfalls heißt F beschränkt. 
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Als erstes Beispiel wollen wir verschiedene Varianten der Konstruktionen mit dem 
Lineal allein logisch analysieren. 

Das abstrakte Lineal L ist durch 

D(pi, p 2 ) := *g(Pi 6 g a p 2 6 g), falls p x #= p 2 , 

definiert. Zum Instrumentensatz „Lineal allein“ gehört jedoch notwendig als zweite 
Elementaroperation die durch 

Si(gi> g 2 ) •= *P(P € gi a p 6 g 2 ), falls g! schneidet g 2 , 

definierte erste Schnittpunktoperation (vgl. Abschnitt 5.1). L und Sj sind freie 
Inzidenzinstrumente und können in jeder affinen oder projektiven Inzidenzebene be¬ 
trachtet werden. Für das Folgende betrachten wir jedoch euklidische Ebenen. Wir 
erweitern die Sprache durch Konstanten a, b für abstrakte Streckenlängen. L aoo sei 
die durch a < p x p 2 eingeschränkte, L ob die durch p x p 2 < b eingeschränkte, L ab die 
durch die Konjunktion beider Ausdrücke eingeschränkte Operation L. Offenbar sind 
L aoo , L ob , L ab verschiedene Varianten des „beschränkten Lineals“ und in der Tat im 
Sinne unserer Terminologie beschränkte Instrumente. Auch der freien Schnittpunkt¬ 
operation S x kann man — von praktischen Vorstellungen ausgehend — beschränkte 
Operationen gegenüberstellen: Wir erweitern z. B. die Sprache durch eine Winkel¬ 
konstante oc und definieren S£ als die durch <£ gi> g 2 a eingeschränkte Operation, 
d. h., wir sehen nur noch Schnittpunkte von Geraden, die sich nicht zu flach schnei¬ 
den, als unmittelbar (durch Hinsehen) konstruierbar an. Naturgemäß entsteht nun 
die Frage, ob und in welchem Sinne die Instrumentensätze (L, SO und (L ab , S£) 
gleichwertig sind. Der Leser wird bemerken, daß in die logische Analyse beschränkter 
Instrumente viel Willkürliches eingeht bzw. sich eine verwirrende Vielfalt von Mög¬ 
lichkeiten anbietet. Man könnte das abstrakte Lineal z. B. statt durch a < pjp^ 
ebensogut durch a 5^ p x p 2 einschränken usw. Ist die obere Schranke b für die Anwend¬ 
barkeit des Lineals L ab noch durch die Länge eines betrachteten realen Lineals ge¬ 
geben, so ist die untere Schranke völlig subjektiv. Letzteres gilt auch für den Grenzwin¬ 
kel oc, von dem ab man Schnittpunkte nicht als korrekt bestimmbar ansehen will. 

Ein Beispiel dafür, daß die in der Definition von beschränkten Instrumenten auftre- 
tenden Konstanten nicht notwendig Strecken, Winkel oder ähnliche abgeleitete Din¬ 
ge sein müssen, ist das in einem Punkt p 0 befestigte (sogenannte „hängende“) Lineal: 

Lpo(P) : = *g(Po € g a p e g), falls p =f= p 0 . 

Zur Präzisierung der Konstruktionen mit dem Lineal in beschränkter Ebene er¬ 
weitern Wir die Sprache der Geometrie durch das einstellige Punktprädikat p 6 M, 
wo M den zur Verfügung stehenden Teil 1 ) der Zeichenebene bezeichnet. In vielen kon¬ 
kreten Fällen kann man p 6 M durch detailiertere Ausdrücke, in denen aber wieder 
Konstanten auftreten, ersetzen, z. B. durch pp 0 < r, wo p 0 eine Punktkonstante und 
r eine Streckenkonstante ist. Nun sei L M die durch p x 6 M a p 2 6 M eingeschränkte 
Operation L und SJ 1 die durch S 1 (g 1 , g 2 ) € M eingeschränkte Operation Sj. Den In- 


*) hier als konvex vorausgesetzten 
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strumentensatz (L M , SJ 1 ) bezeichnen wir als Lineal in M. Es ist interessant, daß die 
Beschränkung, die scheinbar die Zeichenfläche betraf, sich bei der logischen Analyse 
als Beschränkung der Instrumente erweist. 

Bei der traditionellen Behandlung der geometrischen Konstruktionen sieht man 
meist nur Punkte als Ausgangsgrößen und Resultat von Konstruktionen an und 
wertet die im Laufe der Konstruktion auftretenden Geraden und Kreise nur als 
Hilfslinien ohne eigene Bedeutung. Als Rechtfertigung für diese vor allem die algebra¬ 
ische Analyse der Konstruktionsaufgaben vereinfachende Einschränkung wird an¬ 
gegeben: 

(la) Jede zu den Ausgangsgrößen einer Konstruktion gehörende Gerade kann 
man auch durch zwei ihrer Punkte vorgeben. Analog kann man jeden Kreis 
durch seinen Mittelpunkt und einen seiner Punkte vorgeben. 

(lb) Die Aufgabe, eine Gerade mit gewissen Eigenschaften zu konstruieren, kann 
als im wesentlichen gelöst gelten, wenn man zwei ihrer Punkte konstruiert 
hat. Analog kann die Aufgabe, einen bestimmten Eireis zu konstruieren, 
auf die Aufgabe reduziert werden, seinen Mittelpunkt und einen seiner 
Punkte zu konstruieren. 

Obwohl wir diesen Standpunkt aus Gründen, die anschließend erörtert werden, 
nicht teilen, wollen wir am Beispiel der Konstruktionen mit dem Lineal allein das 
Prinzip erläutern, nach dem diese Auffassung der Konstruktionen im Rahmen der 
logischen Analyse präzisiert werden kann. Dazu ersetze man das Paar (L, S x ) durch 
die Kreuzoperation K: 

K(pi, p 2 , P 3 , P 4 ) := tp(p, Pi, p 2 kollinear a p, p 3 , p 4 kollinear), falls 
Pi 4= P 2 a p 3 4= P 4 a L( Pl , p 2 ) schneidet L(p 3 , p 4 ). 

Während die verschiedenen Varianten der Konstruktionen mit dem Lineal allein 
geradezu ideale Beispiele für die zu Beginn dieses Abschnitts eingeführten Begriffe 
und Methoden liefern, wirft schon die Analyse des klassischen Instrumentensatzes 
Zirkel und Lineal einige Probleme auf, die bei der üblichen Behandlung der geo¬ 
metrischen Konstruktionen übersehen oder umgangen werden. Obwohl dies mit 
zusätzlichen Schwierigkeiten verknüpft ist, wollen wir im Bereich der Konstruktionen 
mit Zirkel und Lineal Punkte, Geraden und Kreise als gleichberechtigte Dinge an- 
sehen und begründen unsere Ablehnung der in (la, b) fixierten Auffassung wie folgt: 
Durch (la) werden interessante Konstruktionen wie z. B. die Konstruktion des 
Mittelpunktes eines gegebenen Kreises gegenstandslos. Ferner beabsichtigen wir eine 
gründliche Klärung der Rolle von willkürlich gewählten Hilfspunkten (Hilfsgeraden, 
Hilfskreisen). Nun kann man z. B., wenn nur eine Gerade und ein nicht auf ihr lie¬ 
gender Punkt gegeben sind, ohne Hilfspunkte nicht mit Zirkel und Lineal das Lot 
fällen. Ist die Gerade jedoch durch zwei ihrer Punkte gegeben, so kann man diese als 
Hilfspunkte benutzen und die Aufgabe lösen. Dieses Beispiel zeigt, daß in gewissen 
Fällen die Vorgabe zweier Punkte „wesentlich ergiebiger“ ist als die Vorgabe einer 
Geraden. 
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Als Schnittgebilde von Eireisen untereinander bzw. von Geraden und Eireisen treten 
im allgemeinen zwei durch ihre Entstehung zunächst nicht voneinander unterscheid¬ 
bare Punkte auf. Die Verwendung eines einzelnen Pünktes aus einem solchen Paar 
für weitere Konstruktionsschritte oder seine Benennung als Bestandteil des End¬ 
resultats setzt streng genommen voraus, daß die willkürliche Auswahl ein zulässiger 
Konstruktionsschritt ist. Selbst wenn wir einen solchen „zulassen“ wollen, ist seine 
logische Analyse im hier definierten Sinn nicht möglich, weil der willkürlichen Aus¬ 
wahl keine in der Geometrie definierbare eindeutige Operation entspricht. Man könnte 
die Entstehung von Punktepaaren als Resultat des Schneidens von Kreisen z. B. 
dadurch vermeiden, daß man die entsprechende Schnittoperation S statt für sich 
schneidende k 1} k 2 für Tripel k ty k 2 , p definiert, wobei der Punkt p der Bedingung 
V ff L(M(k l ), M(k 2 )) genügt: 

S(ki, k 2 , p) := «Pi(pi € k x a Pi € k 2 a pi € Halbebene (M(kx), M(k 2 ); p)). 

Dies ist jedoch nur eine von unendlich vielen Möglichkeiten, mit Hilfe zusätzlicher 
(gegebener oder schon konstruierter) Stücke einen definierbaren der beiden Schnitt¬ 
punkte pi, p 2 von k x und k 2 auszuwählen. Welche dieser definierbaren Auswahlen als 
konstruktiv zu gelten haben, wird im nächsten Kapitel systematisch untersucht. 
Hier sollen zunächst die Konsequenzen des Ansatzes untersucht werden, daß als 
Resultat des Schneidens von Kreisen untereinander bzw. Eireisen mit Geraden un¬ 
geordnete Punktepaare (d. h. Zweiermengen von Punkten) entstehen. 

Ein Berührungspunkt von zwei Kreisen oder von Kreis und Gerade wird in der 
klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen in der Regel nicht als unmittel¬ 
bar bestimmbar angesehen. Wir schließen uns dieser Auffassung mit folgenden 
Argumenten an: Es ist „sehr unwahrscheinlich“, daß bei willkürlicher Lage der Aus¬ 
gangsstücke ein exakter Berührungspunkt entsteht. Man kann also bei der praktischen 
Durchführung einer Konstruktion annehmen, daß ein scheinbarer Berührungspunkt 
entweder in zwei sehr dicht beieinander liegende Schnittpunkte zerfällt oder daß 
doch keine Berührung stattfindet. Ist aber auf Grund der Voraussetzungen über die 
Ausgangsfigur beweisbar, daß ein exakter Berührungspunkt entsteht, so kann man 
diesen mit Zirkel und Lineal stets durch eine andere Konstruktion auch als echten 
Schnittpunkt erhalten: Den Berührungspunkt zweier Kreise als Schnitt des einen 
mit der die Mittelpunkte verbindenden Geraden, den Berührungspunkt eines Eireises 
k und einer Geraden g als Lotfußpunkt von M (k) auf g. 

Bei der Analyse weiterer Instrumente werden wir feststellen, daß das Auftreten un¬ 
geordneter Paare und allgemeiner endlicher Mengen von Punkten, Geraden, Kreisen 
usw. als unmittelbares Resultat der Anwendung herkömmlicher Konstruktions¬ 
instrumente geradezu typisch ist. Damit derartige endliche Mengen von Dingen 
überhaupt als Argumente für weitere Konstruktionsschritte dienen können, muß der 
ursprüngliche Definitionsbereich der betrachteten Instrumente auf Systeme von end¬ 
lichen Mengen erweitert werden. Zur korrekten Formulierung werden wir die be¬ 
nutzte Sprache (in der Regel die Sprache der platonischen ebenen Geometrie) 
durch Variable X* für endliche Mengen von Dingen der Sorte x, und prädikative 
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Ausdrücke der Form x } - 6 X ? - erweitern (vgl. Abschnitt 2.3, Beispiel 2). In dieser nicht¬ 
elementaren Erweitening SP der Sprache SP ist für jede feste natürliche Zahl n^> 1 
die Operation 

{xj,..., x n } := iX A x(x £ X <+ x = x t v --- v x = x n ) 

definierbar. Umgekehrt kann man jeder Einermenge ihr eindeutig bestimmtes Ele¬ 
ment zuordnen: 

<X> := a x € X, falls V!!xx€X. 

Der in der Sprache SP formulierbare Ausdruck 

(2) A x(H'(x) -+VXAi(i£X« H(x, x))) 

bedeutet offenbar, daß unter der Voraussetzung H'(x) die Menge {x: H(x,x)} endlich 
ist. Da mit behebigen Ausdrücken H'(x) und H(x, x) stets die BEE 

A x(H'(x) a V X A x(x € X H(x, x)) —>V!! X A x(x 6 X H(x, x))) 

gilt, sind alle Definitionen der Form 

(3) F(x) := tX A x(x € X H(x, x)), falls H'(x), 

gerechtfertigt, falls man weiß, daß (2) gilt. Statt (3) schreiben wir in diesem Fall im 
folgenden kürzer 

F(x) := {x: H(x, x)}, falls H'(x). 

Das Grundprinzip der folgenden Definitionen abstrakter Konstruktionsinstrumente 
besteht darin, die ursprünglich nur für %-Tupel von Punkten, Geraden, Kreisen usw. 
definierten Operationen auf w-Tupel von endlichen Mengen von Punkten, Geraden 
Kreisen usw. auszudehnen, indem man die entsprechende Operation F symmetrisch 
auf alle endlich vielen Kombinationen von Elementen dieser Mengen anwendet: 

(4) F(Xj,..., X„) := {y: V x t — x n (x l € Xj a — a x n € X n a y = F(xj,..., x„)). 

Für den abstrakten Zirkel Z zum Beispiel, der bereits in Abschnitt 2.5 als eine Opera¬ 
tion definiert wurde, die jedem Punkttripel (p 1} p 2 , p 2 ) mit p 2 =}= p 3 den Kreis vom 
Radius p 2 p z um den Mittelpunkt p x zuordnet, ist dann u. a. 

Z {{Pi> Pi} > {Pl> Pi}y [P\> Pi}) — { Z iPi '> Pi> Pi)> Z (Pi> Ply Pi)}y f alls Pl 4 = Pi- 
(Von den übrigen Kombinationen sind Z(p t ; p 1 , p x ) usw. nicht definiert, während 
Z{Pi ; Pa P\) mit Z(p t ; p 1} p 2 ) übereinstimmt usw.) Die so mit dem — eventuell als 
Schnittgebilde zweier Kreise entstandenen — Paar [pup 2 ] ununterscheidbarer 
Punkte begonnene Konstruktion (Abb. 22) kann nun in symmetrischer Ausführung 
beliebig fortgesetzt werden, und das Beispiel 

L({Ply Pi}y {Ply Pi}) = {HPl, Pi)}y f<&8 Pl 4 = Pi) 

zeigt, daß dabei auch wieder eindeutige Resultate entstehen können. Bei der später 
behandelten Hintereinanderausführung von Einzelschritten werden wir von so ent¬ 
standenen Einermengen durch die Operation < > wieder zu den ursprünglichen 
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Stücken (Punkten, Geraden, Kreisen) zurückkehren, während andererseits durch den 
möglichen Übergang von x zu {#} die ursprüngliche Operation F im wesentlichen die 
Einschränkung der nach (4) definierten Erweiterung auf w-Tupel von Einermengen 
ist. 

Für die logische Analyse des Instrumentensatzes Zirkel und Lineal benötigen wir 
Variable Pf bzw. G{ bzw. Kf für endliche Mengen von Punkten bzw. Geraden bzw. 
Kreisen und neben der Erweiterung der Operationen L, S x und Z nach dem Prinzip 




1 Abb.22 

(4) zwei weitere Schnittpunktoperationen S 2 für den Schnitt von Geraden mit Kreisen 
bzw. S 3 für den Schnitt von Kreisen untereinander: 

L(Pj, P 2 ) := (g: V PiP 2 (Pi € Pi a p 2 € P 2 a Pi 4= P 2 a Pi € g a p 2 G g)}, 

Z(Pj; P 2 , P 3 ) := {k: V PiP 2 p 3 (pi € Pi a p 2 G P 2 a p 3 G P 3 A p 2 =# p 3 

a Ap(p G k PPi ^ P 2 P 3 ))}, 
Si(Gi, G 2 ) := {p: V gig 2 (gi G Gj a g 2 G G 2 a gj schneidet g 2 a p G gi a p G g 2 )} 
S 2 (K, G) := {p: V kg(k GKAgGGAg schneidet kApGkApG g)}, 

S 3 (K!, K 2 ) := {p: V k 1 k 2 (k 1 G K! a k 2 G K 2 a k x schneidet k 2 

a p G kj a p G k 2 )}. 

Der Instrumentensatz (Z, L, Sj, S 2 , S 3 ) heißt Zirkel und Lineal, (Z, S 3 ) heißt Zirkel 
allein. 

Zur Analyse weiterer bereits in Abschnitt 7.1 erwähnter Instrumente sei im voraus 
bemerkt, daß sie hier nur als Beispiel für allgemeine Überlegungen zur logischen 
Analyse dienen und viele nicht erwähnte bzw. nur angedeutete Fälle später ausführ¬ 
lich behandelt werden. Für parallele Geraden g 1} g 2 bezeichne d(g 1 ,g 2 ) den als ab¬ 
strakte Streckenlänge aufgefaßten Abstand zwischen g x und g 2 , der in euklidischen 
Ebenen definierbar ist. Das ideale Parallellineal ist ein Lineal mit zwei parallelen 
idealen Linealkanten vom Abstand d. Außer der gewöhnlichen Linealoperation L 
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kann man mit diesem Instrument die in Abb. 23 veranschaulichten Operationen aus¬ 
führen. Das Resultat einmaliger Anwendung der in Abb. 23 a dargestellten realen 
Operation auf eine Gerade g ist zwar eine einzelne Gerade g x . Diese ist jedoch durch g 
und d nicht eindeutig bestimmt, so daß der realen Operation keine in der euklidischen 
Ebene definierbare abstrakte Operation zugrunde liegt. Daher präzisieren wir diese 



Operation analog zur Behandlung der Schnittoperationen S 2 und S 3 , indem wir das 
Paar zunächst ununterscheidbarer Geraden g x , g 2 als Resultat einmaliger Anwendung 
ansehen. Damit die so entstehenden Geradenpaare als Ausgangsmaterial für weitere 
Konstruktionsschritte dienen können, sind wieder alle am Instrumentensatz Parallel¬ 
lineal beteiligten Operationen für beliebige endliche Mengen von Punkten bzw. 
Geraden zu definieren, insbesondere sei 

PLJ(G) := {gi: V g(g € G a g|| g x a d(g, g x ) = d)}. 

Wir wenden uns nun der in Abb. 23b dargestellten Operation zu. Offenbar ist 
ohne Hilfe weiterer Stücke als p x , p 2 nicht g x von g 2 und nicht g 2 von g 4 unterscheid¬ 
bar. Dagegen unterscheiden sich die beiden erstgenannten Geraden von den zuletzt 
genannten dadurch, daß sie durch p x gehen. Wir wollen die Operation PL$ so definie¬ 
ren, daß in Abb. 23 b 

PLiiPi, Pi) = {9i, 9*)> PL d 2 {P2> Pi) = {9s> 9 4 } 

wird. Ferner bemerken wir, daß PL\ nur für d < p x p 2 ausführbar sein wird. (Möglich 
wäre noch d = p^p”, aber bei willkürlichen Ausgangsstücken ist dieser Fall wieder 
sehr unwahrscheinlich, während andererseits unter der ausdrücklichen Voraus¬ 
setzung d =p 1 p 2 die Senkrechten auf L(p x , p 2 ) in p x bzw. p 2 , die bei Anwendung von 
PL 2 entstehen würden, durch geeignete Hintereinanderausführung von Elementar¬ 
schritten auch auf andere Weise konstruierbar werden; vgl. die Argumentation zur 
Ausschließung der unmittelbaren Konstruierbarkeit von Berührungspunkten von 
Kreisen.) Wir definieren daher 


PI^(Pi, P 2 ) := {g: V pip 2 (pi € Pi a p 2 € P 2 a d < p lPa a p x e g a d(p 2 , g) = d)}. 
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Den Instrumentensatz (L, PLJ, PL£, S x ) bezeichnen wir als (abstraktes) Parallel - 
lineal. Bei Anwendung dieses Instrumentensatzes erhält man z. B. die Mittelsenk¬ 
rechte auf p x p 2 mit d < p x p 2 als 

(5) L(S l (PL d 2 , (Pi ,p 2 )>PmP2> Pi))> ^i(PLt(Pu P2)> PL d 2 {Pi, Pi)))> 

und dieses Beispiel zeigt, wie auch bei Anwendung der mehrdeutigen Operationen 
des abstrakten Parallellineals nach endlich vielen Schritten wieder eindeutige Resul¬ 
tate entstehen können. 

Das Parallellineal ist ein beschränkter Kongruenzinstrumentensatz, da in seine 
Definition notwendig die Breite d des Lineals eingeht. Offenbar kann aus ihm nach 
dem Muster von L ob eine Variante entwickelt werden, die der beschränkten Länge 
realer Instrumente Rechnung trägt. Interessanter ist jedoch hier die Frage, wie man 
das Parallellineal zu einem freien Instrumentensatz umgestalten, d. h. seine Ab¬ 
hängigkeit von der Konstanten d eliminieren kann. Hierzu denke man sich ein reales 
Parallellineal mit einstellbarer Breite, die dann wie der Radius beim freien Zirkel an 
gegebenen oder schon konstruierten Punktepaaren abzugreifen ist. Ein solches Gerät 
wird z. B. (innerhalb gewisser Schranken für die einstellbare Breite) durch ein Paralle¬ 
logramm aus gelenkig verbundenen Linealen verwirklicht. Die logische Analyse 
ergibt 

PL,(G, P„ P 2 ) := {g,: V gp,p 2 (g £ G a p, 6 P, a p 2 6 P 2 a p, 4= p 2 

A d(g. gx) = PÄ)}> 

PL 2 (P„ P 2 , P 3 , P 4 ) := {g: V p,p 2 p 3 p 4 (pi £ P, a - a p 4 £ P 4 a p 3 =f= p 4 

a P 3 P 4 < P 4 P 2 a p, € g a d(p 2 , g) = p^)}. 

(Läßt man bei PLj die Bedingung p t 4 = P 2 bzw. bei PL 2 die Bedingung p 3 4 = P 4 
fort, so erhält man jeweils als Ausartungsfall die Operation L.) 

Das ideale Winkellineal besteht aus zwei von einem Punkt ausgehenden einseitig 
unbeschränkten idealen Linealkanten, die einen festen Winkel a (0 < <x < 2 R) ein¬ 
schließen. Mit diesem Instrument können außer L (und S x ) folgende Operationen aus¬ 
geführt werden: 

W;(P, G) := {gi: V pg(p €P€geGAp€giA<£ gl ,g = *)}. 

Abb. 24 a zeigt TFJ(p, g) = {g x> g 2 ) für p $ g, Abb. 24b den Spezialfall p € g. 

W5(Px, P 2 , G) := (p: V Pip 2 g(Pi ePiAp 2 eP 2 Ag6GApegA ^ PiPPa 

= *)}• 

Abb. 24c zeigt TF“(p 1} p 2 , g) = {p 3 , p A }. Offenbar sind p 3 , p A die Schnittpunkte von g 
mit der Vereinigung der beiden bezüglich L(p x , p 2 ) spiegelbildlichen Kreisbögen durch 
diese Punkte, die bezüglich p x> p 2 den Peripheriewinkel <x haben (Abb. 24 d). Der} 
Instrumentensatz (L, Wj, W 2 , Sj) bezeichnen wir als (abstraktes) Winkellineal , den 
Spezialfall <x = R als Rechtwinkellineal. Auf ähnliche Weise wie beim Parallellineal 
kann man zu einem freien Winkellineal mit einstellbarem Winkel übergehen, wobei 
drei nichtkollineare Punkte, an denen der Winkel jeweils abzugreifen ist, als zusätz¬ 
liche Argumente auftreten. 


9* 
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Mit dem markierten Lineal, einem idealen Lineal, an dessen Kante im Abstand a 
zwei Punkte markiert sind, kann man außer L und S x folgende Operationen aus¬ 
führen: 

Das Abtragen der Strecke a auf dem Strahl(p u p 2 ) 

AJ(P X , P 2 ) := {p: V P!p 2 (Pi € Pi a p 2 6 P 2 a px d= P 2 a p € Strahl^, p 2 ) a p^p = a)}, 



Abb. 24 


insbesondere 

K (Pi> Pa) = *p(p € Strahl(p 1 , p 2 ) a p^p = a), falls p x 4= p 2 , 

analog das Abtragen der markierten Strecke a an p t in der p 2 entgegengesetzten 
Richtung: 

A~(Pi, P 2 ) := {p: V PiP 2 (pi € Pi a p 2 € P 2 a (p, p x , p 2 ) a p^p = a), 
insbesondere 

A“(px, p 2 ) = tp((p, Pi, p 2 ) a pj5 = a), falls p x 4= p 2 . 

Das Schneiden einer Geraden g mit dem Kreis vom Radius a um einen Punkt p 
(ohne daß dieser Kreis selbst dabei konstruiert wird, Abb. 25): 

SJ(G, P) := (Pi: V pg(p €PAgeGAp x €gApjp = a)}, 
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analog das Schneiden eines Kreises k mit dem Kreis vom Radius a um p: 

Sg(K, P) := {p x : V pk(p ePAkeKAp^KA pp^ = a)}. 

Das „Einschieben“ der markierten Strecke a zwischen zwei Geraden g x 4= g 2 durch 
einen Punkt p $ g 1} g 2 , so daß die Enden von a auf g x bzw. g 2 liegen und die Lineal¬ 
kante durch p geht: Dreht man in Abb. 26a die Linealkante aus der Lage pp 0 im 





Abb. 26 



b) 





Sf2 


Uhrzeigersinn um p, so wachsen die Abstände der Schnittpunkte mit g t bzw. g 2 
monoton von 0 bis oo. Daher gibt es in der euklidischen Ebene (wegen deren Stetig¬ 
keit) genau eine Lage, bei der dieser Abstand gleich a ist. Den Prozeß der Auf¬ 
findung dieser Lage bezeichnen wir als äußere Einschiebung (weil p außerhalb der 
eingeschobenen Strecke a liegt). Ihm entspricht die Operation 

E ?(P> gi» ga) := «Pi V p 2 (pi € gi a p 2 € g 2 a p^= a a (p, Pl , p 2 )), 

falls gj schneidet g 2 a p ^ g x a p ^ g 2 . 
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E#(p, g 2 , gi) liefert gerade das ebenfalls eindeutig bestimmte Resultat bei Drehung 
im entgegengesetzten Sinn. E a ä (p, g 1} g 2 ) existiert auch noch, falls g x || g 2 , wenn 
d(g 1} 92 ) < a und p, g 2 auf verschiedenen Seiten von g 1 liegen (Abb. 26b), nun aber 
als Paar von ununterscheidbaren Punkten. In Zusammenfassung beider Fälle defi¬ 
nieren wir: 

BJ(P, Gj, G 2 ) !=® {Pi* V p 2 pgig 2 (p € P a g! € Gj a g 2 € G 2 a p! € gi 

A p 2 € g 2 A p x p 2 = a A (p, Pi, p 2 ))}. 

Bei gewissen Lagen von p bezüglich g l9 g 2 ist neben der äußeren die innere Ein¬ 
schiebung möglich, die dadurch charakterisiert ist, daß p zwischen den auf gr, bzw. g 2 
gelegenen Punkten vom Abstand a liegt. Abb. 26 c, d zeigt, daß diese Operation wieder 
nicht mehr eindeutig ist. (Die algebraische Analyse des Einschiebens wird ergeben, 
daß es für g x 4= 0 2 , P\ $ g\ U 92 höchstens zwei Möglichkeiten der inneren Einschie¬ 
bung gibt). Wir definieren die innere Einschiebung E? durch 

E?(P, G x , G 2 ) := {pi: V p 2 pgig 2 (p € P a g x € Gj a g 2 € G 2 a g x 4 = g 2 

A P $ gi A P $ g 2 a pi € gi a p 2 € g 2 a p x p 2 = a a (pj, p, p 2 ))}. 

Die Operationen der inneren und äußeren Einschiebung der Strecke a durch einen 
Punkt p kann man sinngemäß auch für Kreis und Gerade bzw. für zwei Kreise (statt 
wie hier für zwei Geraden) definieren. Ferner sei bemerkt, daß man die Einschiebungen 
auf analoge Weise wie die Parallel- und Winkellinealoperationen von der ihnen 
zunächst anhaftenden Konstante a befreien kann. Der abstrakte Instrumentensatz 
(L, AJ, A“, S x , S 4 , S{, Ej> Ef) heißt Einschiebelineal , (L, A+, A", S x , SJ, S|) heißt nor¬ 
miertes Lineal, (L, AJ, A~, S x ) heißt Eichmaß oder Streckenabtrager , d. h., ein und 
dasselbe reale Instrument modelliert, je nachdem, welche damit ausführbaren Einzel¬ 
schritte „erlaubt“ werden, verschiedene abstrakte Instrumentensätze. Nun könnte 
man z. B. auch mit dem realen Lineal außer L das unmittelbare Ziehen der Tangenten 
von einem Punkt an einen Kreis als erlaubten Konstruktionsschritt ansehen. Er ist 
in der Praxis sicher nicht weniger genau ausführbar als das Einschieben. Der Grund, 
warum die klassische Theorie im Fall des markierten Lineals drei Präzisierungs¬ 
varianten, im Fall des unbeschränkten gewöhnlichen Lineals nur eine Variante 
untersucht hat, ist darin zu sehen, daß die Instrumentensätze Einschiebelineal, nor¬ 
miertes Lineal bzw. Eichmaß wesentlich verschiedene Leistungsfähigkeit besitzen, 
während die grundsätzliche Leistungsfähigkeit von Zirkel und Lineal durch die zusätz¬ 
liche Erlaubnis, Tangenten durch einfaches Anlegen des Lineals zu ziehen, bekannt¬ 
lich nicht erweitert wird. 

Abschließend wollen wir am Beispiel der „Gärtnerkonstruktion“ von Ellipsen 
zeigen, wie sich Vorrichtungen zum Zeichnen (gegenüber Geraden und Kreisen) 
höherer Kurven dem Begriff des idealen Konstruktionsinstruments unterordnen und 
der logischen Analyse unterwerfen lassen. Dazu führen wir Variable e e - für Ellipsen 
(als spezielle Punktmengen) ein, die entweder als Grunddinge aufgefaßt werden 
können und dann nach dem Muster der Kreise axiomatisch zu charakterisieren sind 
(vgl. Abschnitt 2.5) oder — wieder analog zu den Kreisen — definitorisch eingeführt 
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werden können. Ellipsen sind durch die Inzidenz mit den Punkten verknüpft, d. h., 
die Liste der Grundprädikate ist durch p t - 6 e ; - zu ergänzen. Der Gärtnerkonstruktion, 
zu zwei gegebenen Brennpunkten p lt p 2 die Ellipse mit vorgegebenem Hauptdurch¬ 
messer a — p^ zu zeichnen, indem man einen Faden der Länge a zwischen p 1 und 
p 2 ausspannt und ihn durch das Zeichengerät strafft, entspricht dann das durch 

G(Pi, p 2 , p 3 > p 4 ) := ie A p(p € e ** pp^ -f pp^ = p^) 

für alle p l5 ..., p 4 mit p x p 2 < p 3 p 4 definierte abstrakte freie Kongruenzinstrument G. 
Zieht man die beschränkte Länge jedes realen Fadens in Betracht, so erhält man durch 
Einschränkung von G auf p 3 p 4 < a das beschränkte Instrument G°. Da wir p 4 = p 2 
nicht ausgeschlossen haben, enthält G a bzw. G als Spezialfall den freien bzw. be¬ 
schränkten Zirkel, was auch der Realität entspricht. Zum Instrumentensatz Ellipsen¬ 
zirkel und Lineal bzw. Ellipsenzirkel allein gehören notwendig entsprechende Schnitt¬ 
operationen, im zweiten Fall zwischen Ellipsen untereinander (wo es maximal vier 
ununterscheidbare Schnittpunkte gibt), im ersten Fall außerdem zwischen Ellipsen 
und Geraden, wo es maximal zwei ununterscheidbare Schnittpunkte gibt. Die da¬ 
durch entstehende Mehrdeutigkeit der Konstruktionen erfordert es wieder, die ur¬ 
sprünglich nur für einzelne Punkte und Ellipsen (und evtl. Geraden) definierten 
Grundoperationen nach dem Muster (4) auf endliche Mengen von Punkten, Geraden, 
Ellipsen auszudehnen. Die Ausführung sei dem Leser zur Übung empfohlen. 


8 . 


Konstruktionen 


8.1. Konstruktionsaufgaben 

Gegeben sei eine in einer Sprächet formulierte axiomatische Theorie JT, ein nicht¬ 
leeres System «2Tvon in gültigen BEE (von denen im konkreten Fall angenommen 
wird, daß die auf ihrer Grundlage definierbaren partiellen Operationen in gewissen 
Modellen von „effektiv ausführbar“ sind) und ein (eventuell leeres) System $ von 
nicht abgeschlossenen Ausdrücken der Sprache SF (von denen im konkreten Fall an¬ 
genommen wird, daß die in den betrachteten Modellen durch sie dargestellten Rela¬ 
tionen „effektiv entscheidbar“ sind). EinsolchesTripel jT, <?) heißt eine konstruk¬ 
tive Teiltheorie (von tF). 

Ist FT eine axiomatische Geometrie, zum Beispiel die ebene euklidische oder die 
ebene affine oder die ebene projektive Geometrie, so kommen als Elemente von 
insbesondere solche BEE in Frage, die sich als Resultat der logischen Analyse von 
Instrumentensätzen ergeben. Indem wir über die Elemente des Bestandteils $ einer 
zu konstituierenden konstruktiven Teiltheorie einer Geometrie verfügen, legen wir 
fest, ob wir es bei den zu untersuchenden geometrischen Konstruktionen z. B. zu¬ 
lassen, von zwei gegebenen oder schon konstruierten Geraden zu entscheiden, ob sie 
parallel sind oder nicht und in Abhängigkeit davon den weiteren Verlauf der Konstruk¬ 
tion zu bestimmen. Es sei schon hier betont, daß diese im Grunde zur Auswahl der 
zulässigen Operationsschritte völlig analoge Auswahl der zulässigen Prüfschritte 
bisher niemals explizit in die Untersuchung geometrischer Konstruktionen auf¬ 
genommen wurde. Allerdings ist bei manchen Autoren zwischen den Zeilen heraus¬ 
zulesen, daß $ = 0 gemeint ist 1 ) j obwohl dieses Prinzip bei den dann vorgeführten 


*) Bieberbach [2, S. 54] schreibt z. B. : „... und doch gibt es (für eine zuvor erwähnte Aufgabe, 
Erg. des Verf.) kein einheitliches Konstruktionsverfahren mit Zirkel und Lineal, weil nämlich 
die Zahl der Konstruktionsschritte, die man zur Lösung nötig hat, von in abhängt.“ Hieraus kann 
man wohl schließen, daß Bieberbaoh nur unverzweigte und nichtzyklische Flußdiagramme als 
zulässige Konstruktionsbeschreibungen ansieht. 
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Konstruktionen nicht immer eingehalten wird. Es dürfte klar sein, in welcher Weise 
der Begriff der konstruktiven Teiltheorie die speziellen Voraussetzungen eines be¬ 
liebigen Zweiges der Theorie der geometrischen Konstruktionen präzisiert. 

Eine Konstruktionsaufgabe wird gegeben durch ein Quadrupel (^, Jf, S, H), wobei 
(^, X, S) eine konstruktive Teiltheorie und H eine in der Sprache SP von X formuherte 
bedingte, Existenzaussage (BE), d. h. ein abgeschlossener Ausdruck der Form 

(1) A x(H'(x) -> V yH"(x, y)) 

ist. ( Unbedingte Existenzaussagen , d. h. abgeschlossene Ausdrücke der Gestalt 
A x V yH"(x, y), sehen wir wieder als Spezialfälle der BEjmit in stets gültiger Voraus¬ 
setzung H'(x) an). Unter einer Lösung der Konstruktionsaufgabe {2T, JT, S, H) werden 
wir einen Beweis spezieller Art für die BE (1) verstehen, der in dem Sinn „konstruk- 
tiv“ ist, daß er zugleich für jedes Modell von^“ einen Algorithmus liefert, der im 
gleichen Maße „effektiv“ ist wie die zugelassenen Hilfsmittel X, £ und angewendet 
auf ein System von „Stücken“®, die die Bedingung H'(x) erfüllen, stets ein Resultat 
y liefert, das zu den Stücken® in der Relation H"(x, y) steht. Nach den Vorbereitun¬ 
gen in Kapitel 6, ist nun schon klar, daß es sich im wesentlichen darum handelt, 

a) ein Flußdiagramm $ anzugeben , dessen Arbeitsknoten mit den zu den BEE aus X 
gehörigen Operationen belegt sind und dessen Prüfknoten mit den durch die Ausdrücke 
aus $ dargestellten Relationen belegt sind, 

b) unter ausschließlicher Benutzung der Axiome bzw. schon bewiesener Sätze von X 
zu beweisen, daß für x mit H'(x) stets ^(x) existiert und der Bedingung H"{x,%(x)^ 
genügt. 

Offenbar ist a) eine Präzisierung bzw. teilweise Verallgemeinerung dessen, was man 
in der Schule als „Konstrüktionsbeschreibung“ bezeichnet, während b) im wesent¬ 
lichen der sogenannte „Beweis der Richtigkeit der Konstruktion“ ist. Die weitere 
Präzisierung des in a), b) formulierten Ansatzes erfordert einige Vorbetrachtungen: 

1. Im allgemeinen wird jede der als entscheidbar geltenden Relationen durch einen 
darstellenden Ausdruck angegeben. Daß z. B. die Parallelität entscheidbar sein soll, 
bringen wir dadurch zum Ausdruck, daß wir etwa den Ausdruck g x || g 2 in die Menge $ 
der betrachteten konstruktiven Teiltheorie aufnehmen. In konkreten Konstruk¬ 
tionsbeschreibungen wird die Prüfung g t -1| gß jedoch auf beliebig bezeichnete Ge¬ 
raden anzuwenden sein. Außerdem ist mit einer Relation sicher auch jede aus ihr 
durch Variablengleichsetzung oder Konstanteneinsetzung entstehende Relation ent¬ 
scheidbar. Schließlich wird die Entscheidbarkeit einer Relation nicht von der zu¬ 
fälligen Wahl eines darstellenden Ausdrucks abhängig sein. Daher gehen wir von der 
Menge in der wir der Bequemlichkeit halber nur jeweils einen darstellenden Aus¬ 
druck aufzählen (also in der Regel eine endliche Menge von nicht abgeschlossenen 
Ausdrücken) zur Menge * über, die wie folgt definiert wird: 


(2a) g g <f*. 
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(2b) Kommen in H(x) bzw. H'(x) die Variablen x vollfrei und keine weiteren 
Variablen frei vor und ist H(x) € <?* und A x(H(x) H'W) 6 IF, so sei auch 
H'(x) € <T*. 

(2c) Ist H(x) 6 und entsteht H'(x') dadurch aus H(x), daß eine der vollfreien 
Variablen x an allen Stellen ihres Vorkommens durch eine Konstante ent¬ 
sprechender Sorte ersetzt wird, oder daß zwei der vollfreien Variablen gleich¬ 
gesetzt werden oder dadurch, daß für eine der vollfreien Variablen an allen 
Stellen ihres Vorkommens eine in H nicht vorkommende Variable eingesetzt 
wird, so sei auch H'(x') 6 

(2d) H £ (o* nur dann, wenn dies auf Grund von (2 a, b, c) der Fall ist. 

2. Laut Definition in Kapitel 6 ordnet eine Belegung eines Strukturgraphen den 
Knoten dieses Graphen konkrete Operationen bzw. Prüfrelationen zu. Da wir uns 
hier für Algorithmen interessieren, die für alle Modelle einer gewissen Theorie 2 T 
einheitlich definiert werden können und daher den Arbeits- bzw. Prüfknoten eines 
Strukturgraphen statt konkreter Operationen bzw. Relationen im wesentlichen 
Symbole für Operationen bzw. Ausdrücke der Sprache zuordnen werden, erhalten 
wir statt konkreter Flußdiagramme so etwas wie Schemata für Flußdiagramme, 
denen erst durch eine Interpretation der betreffenden Sprache in einem Modell der 
betrachteten Theorie ein konkretes Flußdiagramm entspricht. Diesem Problem sind 
die folgenden Definitionen gewidmet. 1 ) 

Ist (&', jT, S) eine konstruktive Teiltheorie, so heißt % — (G, e, ip, <p, x, y) ein uni¬ 
formes Flußdiagramm über (£F, JT, £), wenn gilt: 

(3 a) (G, e) ist ein Strukturgraph. 

(3 b) y) ist eine Abbildung, die jedem Prüfknoten von G einen seiner Nachfolger (den 

„ja-Ausgang (i ) zuordnet. 

(3 c) (p ist eine Abbildung, die jedem Prüf knoten von G einen Ausdruck H 6 * zu¬ 

ordnet und jedem Arbeitsknoten vonG eine Termgleichung der Form X* = F H / > H »(z) 
oder der Form x ( - = x,- (i 4= j) zuordnet, wobei im ersten Fall die zu F ir> 
gehörige BEE zu JT gehören muß. 

(3d) x und y sind endliche geordnete Systeme von Variablen der Sprache!? von ST, 
wobei die Variablen x x ,..., x n(x) , y t ,..., y n(y) paarweise verschieden sind. (Die 
Xj heißen Eingangsvariable und die y* Ausgangsvariable von $). 

Bei der Angabe konkreter uniformer Flußdiagramme schreiben wir die Werte (p(k) 
der Knoten k in die Knoten hinein und setzen bei Prüfknoten ein Fragezeichen da¬ 
hinter, um den Zusammenhang zum Ausgang y>(k) deutlicher zu machen, den wir mit 
„ja“ beschriften. Die Eingangsvariablen x werden an den freien Eingangspfeil ge¬ 
schrieben, durch den der Eingangsknoten e von G markiert ist. Dahinter vermerken 
wir in Klammern die Voraussetzung H'(x), unter der wir die Anwendbarkeit des 

1 ) Zu den folgenden Ausführungen vgl. A. Blikle, About the Meaning of Programs, Bull. Acad. 
Polon. Sei., Ser. Sei. Math. Astronom. Phys., 18 (1970), 341—348. 
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Flußdiagramms behaupten wollen. Die Ausgangsvariablen y werden in den freien 
Raum unterhalb des (oder der) Ausgangspfeile geschrieben. 

Ist cd eine Interpretation von SP in einem Modell (3 von^, so verstehen „wir unter 
einer 'partiellen Belegung f bezüglich cd eine Abbildung, die endlich vielen Variablen 
von SP je ein Element entsprechender Sorte in dem Modell <3 zuordnet. Ist / eine 
partielle Belegung bezüglich cd mit dem Definitionsbereich (x^,..., x in } und f(x iv ) = x ir 
für v — 1, ..., n, so kann man das Paar (cd,/) als einen Speicher mit dem momen¬ 
tanen Inhalt Xi it ..., x in auf fassen, wobei die Variable x iv zu diesem Zeitpunkt an das 
Ding x iy als Adresse angeheftet bzw. herangeschrieben ist (vgl. die Ausführungen in 
Kapitel 6 über Flußdiagramme, die über einem Speicher operieren, insbesondere 
den Fall, daß der Speicher eine Zeichenebene ist, in der endlich viele Punkte, Geraden, 
Kreise usw. mit entsprechenden Variablen beschriftet sind). Es wird nicht gefordert, 
daß die Zuordnung / zwischen Variablen und Dingen umkehrbar eindeutig ist, d. h., 
es kann ein Ding des Modells (3 unter mehreren Adressen gespeichert sein, obwohl 
dies — zumindest im Bereich geometrischer Konstruktionen — selten auftritt. 

Ist $ = (G, e, ip , <p , x, y) ein uniformes Flußdiagramm über {T, JT, #) und cd eine 
Interpretation von SP in einem Modell <3 von &*, so definieren wir durch Angabe der 
Belegung cp^ ein zunächst im Bereich der partiellen Belegungen bezüglich cd operieren¬ 
des Flußdiagramm = (G, e, tp, cpj): 

(4a) Ordnet <p einem Prüfknoten k von G den Ausdruck H(z) aus S* zu, so treffe die 
Relation <p w (Jc) auf eine beliebige partielle Belegung f bezüglich co genau dann 
zu, wenn f für alle Variablen z definiert und Wert(E.{z), co, f) = W ist (d. h., 
wenn die mit z adressierten Dinge in der durch H(z) dargesteUten Relation 
stehen). 

(4b) Ist einem Arbeitsknoten k von G durch cp die Termgleichung Xj = F H / > H »(z) 
zugeordnet, so ist <Po>{k)(f) genau für solche f definiert, für die alle Variablen z 
im Definitionsbereich von f liegen und Wert(F H > t H »(z), cd, /) existiert. In 
diesem Fall sei <p m (k) (/) die wie folgt definierte partielle Belegung /': 

Werten ', h"( z )> /) fä r x j = 

f{Xj) für Xj =f= x^ x,- € D f , 

nicht definiert sonst 

(d. h., auf die mit den Adressen z bezeichneten Dinge des Modells wird die mit 
F h , H " bezeichnete Operation angewendet, und das Resultat wird mit der Bezeich¬ 
nung x t - versehen, wobei die alte Bedeutung von Xj gelöscht bzw. vergessen wird, falls 
Xj schon in Df vorkam). 

(4 c) Ist einem Arbeitsknoten k von G durch cp die Gleichung Xj = x ? - zugeordnet, so 

ist <p w (k) genau für solche partiellen Belegungen f definiert, für die Xj 6 Df. In 
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diesem Fall sei <Pa>{k)(f) die wie folgt definierte Belegung /': 



f(Xj) für x k = x h 
f{x k ) für x k £ D f , x k 4 = x { , 
nicht definiert sonst 


(d. h., das vorher mit x 7 - bezeichnete Ding wird (zusätzlich) mit x* bezeichnet, wobei 
die alte Bedeutung von x$ gelöscht bzw. vergessen wird, falls x$ in D f vorkam). 

Damit ist zunächst als im Bereich der partiellen Belegungen operierendes Fluß¬ 
diagramm erklärt. Unter Benutzung der Eingangs- und Ausgangs variablen x^,..., 
Xi n bzw. y 7i ,..., y 7m von $ kann man jetzt auch eine durch $ dargestellte partielle 
Abbildung der w-Tupel von Dingen von © in die wi-Tupel solcher Dinge erklären (für 
die wir die gleiche Bezeichnung fj* verwenden): 


..*, x i n ) = (y ?1 ,. yj m ) genau dann, wenn eine partielle Belegung f 
bezüglich co existiert,so daß f(x iv ) — x iv {y — 1,..., n),f im Definitionsbereich 
von alle Variablen y ; - im Definitionsbereich der partiellen Belegung 
f = %M) undf{ y /#l ) = y h (ß = 1,m). 

Der Begriff der Lösung einer Konstruktionsaufgabe (3~, H), wobei H die BE (1) 

ist, läßt sich jetzt wie folgt präzisieren: 


a') Es ist ein uniformes Flußdiagramm % über {&',%',&) mit den Eingangsvariablen 
x und den Ausgangsvariablen y anzugeben, 

b') Es ist zu beweisen: Für alle Interpretationen co vonSf in Modellen von ST und jede 
partielle Belegung f bezüglich co mit Wert{VV(x), co, /) = W existiert f = £jr w (/), und 

für die durch 



/(xd für Xi in x, 
/'(x £ ) für xi in y 


(nach Voraussetzung sind die Ein- und Ausgangsvariablen eines uniformen Fluß¬ 
diagramms paarweise verschieden) definierte partielle Belegung f" gilt 


Weri( H"(x, y), m, /") = W. 


Nach dieser grundsätzlichen Erklärung des Zusammenhanges zwischen Formalis¬ 
mus und Interpretation im Bereich der Flußdiagramme, die als Fortsetzung der Aus¬ 
führungen über formalisierte Sprachen aufzufässen ist, werden wir — wie schon bei 
der praktischen Handhabung der formalisierten Sprachen — im folgenden wieder 
alle Symbole mit den durch sie bei einer beliebigen Interpretation und Belegung dar¬ 
gestellten Objekten identifizieren, d. h. zusätzlich zum üblichen Gebrauch von Vari¬ 
ablen, Konstanten, Operations- und Relationssymbolen auch uniforme Flußdia¬ 
gramme $ als ein beliebiges konkretes Flußdiagramm $*> behandeln. 

Beispiele. 

1. Die einfache Aufgabe, mit Zirkel und Lineal die Mittelsenkrechte zu einer durch 
ihre Endpunkte gegebenen Strecke zu konstruieren, bedeutet in unserem Sinn: Es 
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ist ein konstruktiver Beweis für die BE 

A PiPa(pi =1= P 2 -> V g(g _L L(pj, p 2 ) a S 1 (L(pi, p 2 ), g) Pi ^ Si(L(p l5 p 2 ), g) p 2 )) 

durch Angabe eines uniformen Elußdiagramms über (^~, JT, ) zu führen, wobei ST die 
ebene euklidische Geometrie, JT das aus den fünf zu den Operationen L, Z, S l5 S 2 , S 3 
gehörigen BEE bestehende System ist und S, wie sich zeigt, als leer angenommen 
werden kann. Die übliche Lösung dieser Aufgabe lautet, als uniformes Elußdiagramm 
geschrieben: 


Pi> P 2 (Pi =h p 2 ) 

4 



g 

Zu beweisen ist: Unter der Voraussetzung p x 4= P 2 sind die Kreise k x , k 2 definiert, 
schneiden sich, die Verbindungsgerade der Schnittpunkte steht senkrecht auf 
L(p X) P 2 ) un( i ihr Schnittpunkt mit dieser Geraden ist von p x und p 2 gleich weit ent¬ 
fernt. Die hiermit bewiesene BE läßt sich zur BEE verschärfen: In ZT gilt sogar 

A PiP 2 (Pi + P 2 -> V!! g(g X L(Pi> P 2 ) a S 1 (L(p 1 , p 2 ), g) p! £* SxCLCpj, p 2 ), g) p 2 )). 

Auf Grund dieser BEE ist in«^" die Operation „Mittelsenkrechte“ (Ms) definierbar: 

Ms( Pl , p 2 ) := tg(g ± L(p x , p 2 ) a S 1 (L(p 1 , p 2 ), g) p x 
ö* S 1 (L(p 1 , p 2 ), g) p 2 )), falls p x + p 2 . 

Das oben angegebene uniforme Elußdiagramm rechtfertigt die Benutzung der 
Operation Ms als „Unterprogramm“ bei der Lösung weiterer Konstruktionsaufgaben 
mit Zirkel und Lineal, d. h. die Verwendung von Arbeitsknoten mit Belegungen der 
Form g* = Ms(p t -, p f ). Daß die Lösung einer Konstruktionsaufgabe jedoch nicht 
immer gleichbedeutend mit der Realisierung einer in & definierbaren Operation als 
Elußdiagramm ist, zeigt folgende Überlegung: A pip 2 (pi 4= p 2 -> V g g J_ L(p l5 p 2 )) 
ist ebenfalls durch das bereits angegebene Flußdiagramm konstruktiv beweisbar. 
Diese BE läßt sich jedoch nicht zur BEE verschärfen. 

2. Die übliche Lösung der Aufgabe, mit Zirkel und Lineal den Mittelpunkt einer 
Strecke zu konstruieren, können wir unter Benutzung des unter 1. angegebenen Unter- 
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Programms so schreiben: 

Pi> P2 (Pi =j= Pa) 



P3 

Die so bewiesene BE A Pip 2 (pi =# p 2 -> V p 3 (p 3 Pi ^ p 3 p 2 a p„ p 2 , p 3 kollinear)) 
läßt sich zur BEE verschärfen. Auf Grund dieser BEE ist die Operation „Mittelpunkt“ 
(M) definierbar, und das angegebene Flußdiagramm rechtfertigt die Benutzung des 
Unterprogramms p* = M(p*, p ; ) bei weiteren Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. 

3. Die Operation Lot, definiert durch Lot(p, g) := tg'(p € g' a g J_ g') beruht auf 
der BEE A pg V!! g'(p 6 g' a g 1 g')* Die entsprechende BE ist jedoch nicht im bis¬ 
herigen Sinn mit Zirkel und Lineal konstruktiv beweisbar, da auf ein aus einem 
Punkt und einer Geraden bestehendes System von gegebenen Stücken keine der fünf 
Operationen L, Z, S 1} S 2 , S 3 anwendbar ist. Statt dessen lösen wir die Aufgabe unter 
der Voraussetzung, daß auf g zwei Punkte gegeben sind: 


giPiP 2 P 3 (Pi € gi /\ p 2 € gj /s pj 4= p 2 ) 
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Unterprogramm I ist eine Lösung der Aufgabe „Lotfällen“, Unterprogramm II 
eine Lösung der Aufgabe „Loterrichten“. Die Zusammensetzung beider zu einer 
Lösung der Gesamtaufgabe „Lot“ setzt die Entscheidbarkeit der Punkt-Geraden- 
inzidenz voraus, die vom Standpunkt des praktischen Zeichnens natürlich recht 
problematisch ist. Im Abschnitt 8.6 werden systematische Konstruktionen mit be¬ 
liebigen Hilfspunkten untersucht. Dann werden wir die Aufgabe „Lot“ im ursprüng¬ 
lich beabsichtigten Sinn lösen können. 

4. Als Beispiel einer Konstruktion mit anderen Instrumenten sei die Konstruktion 
der Mittelsenkrechten zu P\P 2 mit dem Parallellineal angegeben, wobei zunächst die 
Einschränkung gemacht wird, daß p x p 2 größer als die Breite d des Lineals ist: 


Pi. Pa (d < PiPa) 


G, 

= 

pi$ p 

i> P 2 ) 

4 

g 2 

— 

PI4(P: 

2, Pl) 


Pi 

= 

S,(G,. 

G 2 ) 

4 

gl 

= 

L(Pi, 1 

Pi) 


4 




gl 




Der Vergleich dieser Konstruktionsbeschreibung mit dem Term (5) aus Abschnitt 7.2 
wirft die Frage auf, ob Terme, die aus gewissen Variablen für gegebene Stücke und 
Operationssymbolen für zulässige Grundoperationen aufgebaut sind, exakte Kon¬ 
struktionsbeschreibungen darstellen. Selbstverständlich läßt sich jeder solche Term 
als Anweisung zur Hintereinanderausführung von Grundoperationen auffassen. 
Dabei bleibt jedoch, abgesehen von Ausnahmefällen, die Reihenfolge gewisser Schritte 
dem Ausführenden überlassen. Tritt z. B. eine zweistellige Operation auf, deren beide 
Argumentstellen mit unterschiedlichen Teiltermen besetzt sind, so ist das End¬ 
resultat von der Reihenfolge, in der die diesen beiden Teiltermen entsprechenden 
Zwischenresultate konstruiert werden, unabhängig. Ein Term der beschriebenen 
Art wird daher erst durch zusätzliche Vereinbarungen über die Reihenfolge solcher 
„vertauschbaren Schritte“ (etwa Bildung der Zwischenresultate von links nach 
rechts) zur Kurzfassung eines Algorithmus. Abgesehen von diesem theoretischen 
Einwand sind derartige Terme schon bei geringer Länge sehr schwer lesbar und 
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werden durch eventuell nötige Wiederholung des gleichen Teilterms an verschiedenen 
Stellen häufig länger als ein die gleiche Konstruktion exakter beschreibendes Fluß¬ 
diagramm. Wir stellen jedoch fest, daß keine wesentliche Information verlorengeht, 
wenn man die Inhalte der Arbeitsknoten eines unverzweigten Flußdiagramms oder 
eines unverzweigten Teilstücks eines Flußdiagramms ohne Umrahmung und Zwischen¬ 
pfeile untereinander oder sogar, etwa durch „getrennt, platzsparend nebeneinander 
schreibt. Obiges Flußdiagramm kann man z. B. in der Form 

Pi, p 2 (d < p^); Gj = PLf(pi, p 2 ); G 2 = PL<[(p 2 , px); 

Pi = Si(Gj, G 2 ); g! = L(Pj, P x ); gi 


notieren. Von derartigen Abkürzungen werden wir im folgenden häufig Gebrauch 
machen. 

In den folgenden Abschnitten (8.2. bis 8.6.) werden wir schrittweise die Menge der 
im Rahmen einer konstruktiven Teiltheorie (9~, JT, <f) konstruktiv beweisbaren BE 
auf eine andere Weise definieren, die vom Begriff des uniformen Flußdiagramms 
unabhängig ist. Dabei werden die letzten Schritte (Konstruktionen mit konstruktiver 
Auswahl und Konstruktionen mit Hilfselementen) einer Erweiterung des in diesem 
Abschnitt behandelten Formalismus der uniformen Flußdiagramme entsprechen. 


8.2. Elementare Konstruktionen 

Im folgenden bedeute x 5S y stets: Jede Komponente des Variablentupels x kommt 
unter den Komponenten von y vor. 

Es sei 9 eine Sprache und 9 eine beliebige in ^formulierte Theorie. Für- i = 1, 2, 3 
bezeichne H, die BE A x,(H<(x t ) -> VyiH"(x t -, y»)) der Sprache 9 . 

H 3 heißt eine Verkettung von Hj mit H 2 (bezüglich 9) genau dann, wenn x t x 3 

und x 2 <: x 3 y x und y 3 ^ yjy 2 und in 9 gilt 

A x 3 (h;(x 3 ) -> H'^xx) a A yx(Hx (Xx, y x ) -> H 2 (x 2 ) 

a A y 2 (H 2 (x 2 , y 2 ) -> Hg(x 3 , y 3 )))). 

Es bezeichne ferner H(x) einen Ausdruck der Sprache 9 , der genau die Variablen x 
vollfrei enthält. 

H 3 heißt eine Verzweigung von Hx und H 2 an H(x) (bezüglich 9) genau dann, wenn 
x ^ x 3 und Xx x 3 und x 2 ^ x 3 und y 3 ^ yx und y 3 ^ y 2 und in 9 gilt 

A x 3 (H 3 (x 3 ) a H(x) ^ H'jfij) A A y,(H"(x„ y,) H' 3 (x 3 , y 3 ))) 
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und 

A x 3 (H'(x 3 ) a H(x) -> H' 2 (x 2 ) a A y 2 (H"(x 2 , y 2 ) -> H''(x 3 , y 3 »). 

Offenbar gilt: Sind H 1} H 2 6 und ist H 3 eine Verkettung von mit H 2 oder eine 
Verzweigung von H x und H 2 an einem beliebigen Ausdruck H(x) 6 Sf, so ist auch H 3 <£ , 

d. h., der Schluß von Hj und H 2 auf H 3 ist in diesem Fall zulässig. 

Es sei nun [ST , X, ) eine beliebige konstruktive Teiltheorie von 3T. Wir definieren 
induktiv die Menge JT e (^, X t <?)der mittels {ST, Xy S) durch elementare Konstruktion 
beweisbaren BE: 

(la) Ist x eine der Variablen x und y eine Variable gleicher Sorte , die nicht in x 
vorkommt , so ist A x(x = x->Vyy = x)£ X e {d~, X, £). 

(lb) Ist A x(H'(x) ->V !! yH"(x, y)) € X, so ist A x(H'(x) V yH"(x, y)) 

€ X e {F, X , S). 

(lc) SindVL X) H 2 £ de, g(t/ j dC j und ist Hß eine "Verkettung von mit XX 2 , «so ist 

auch H 3 £ XjjFy X , <f). 

(l d) ^wdH 1} H 2 6 de g j de , e ^ und ist IX 3 eine "Verzu)eigung von XX^ und XI 2 an* 

einem Ausdruck H(x) 6 #*, so auch H 3 6 X e {X, X, £). 

Aus dieser Definition und der oben gemachten Bemerkung folgt unmittelbar 
X y Xy <a) Q X, d.h., jeder im hier definierten Sinne konstruktive Beweis einer BE 
ist insbesondere ein Beweis im üblichen Sinn. In der traditionellen Ausdrucksweise 
der Theorie der geometrischen Konstruktionen bedeutet Definition (1) etwa folgendes: 

a) Jedes der gegebenen Stücke « gilt bei Benutzung beliebiger Hilfsmittel als aus« 
konstruierbar. 

b) Jedes Stück y, das durch einmalige Anwendung einer zulässigen Grundkon¬ 
struktion aus gegebenen Stücken« entsteht, ist aus« konstruierbar. 

c) Sind unter der Voraussetzung H 3 über die gegebenen Stücke « 3 für ein gewisses 
Teilsystem«! die Bedingungen H\ für die Anwendbarkeit einer bereits gelösten Kon¬ 
struktionsaufgabe erfüllt und folgt ferner aus H' 3 , daß dann ein gewisses Teüsystem 
« 2 der ursprünglich gegebenen Stücke « 3 und der in der ersten Teilkonstruktion ent¬ 
standenen Stücke y x die Voraussetzungen H 2 einer weiteren bereits gelösten Kon¬ 
struktionsaufgabe erfüllt, und folgt schließlich aus H v daß ein gewisses Teilsystem 
y 3 der im ersten Teilschritt konstruierten Stücke y 1 und der im zweiten Teilschritt 
konstruierten Stücke y 2 die Bedingung H 3 (x 3 , y 3 ) erfüllt, so ist aus beliebigen « 3 mit 
H 3 (x 3 ) ein System y 3 mit H 3 (x 3 , y 3 ) konstruierbar. 

d) Ist H eine der als entscheidbar geltenden Relatioüen und ist unter der Voraus¬ 
setzung H 3 über die gegebenen Stücke « 3 beweisbar, daß im Fall des Zutreffens von H 
auf gewisse der Stücke « 3 einTeü «! von « 3 die Voraussetzungen H 1 für die Anwend¬ 
barkeit einer bereits bekannten Konstruktion erfüllt und ein Teilsystem y 3 der hierbei 
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entstehenden Resultate der Bedingung H z (x z , y 2 ) genügt, während im Fall des Nicht- 
zutreffens von H ein Teil x 2 der gegebenen Stücke x 3 die Voraussetzungen H' 2 für die 
Anwendbarkeit einer ebenfalls bereits bekannten Konstruktion erfüllt und aus 
H z (x 3 ) folgt, daß die Resultatkomponenten y 3 des Gesamtresultats y 2 der letzteren 
Konstruktion der Bedingung H z (x 3 ,y 3 ) genügen, so ist zu jedem System x 3 mit 
H 3 (x 3 ) ein System y 3 mit H 3 (x 3 , y 3 ) konstruierbar (vgl. Beispiel 3 in Abschnitt 8.1). 

Durch Induktion über die Anzahl m der Variablen y 4 erhält man aus (la) und (lc) 
leicht folgende Verallgemeinerung von (la): 

(la') Ist für ja = 1,..., m (m ^ n) y* eine Variable gleicher Sorte wie x^ und 
sind die Variablen x^,..., x ? - n , y ijt ,..., y im paarweise verschieden , so ist 
A X /. - = Xj, A - A = X,. 

V yi, — y<„ (yi, = a — a y lm = x,j) <zx e (f,x,#), 

d. h., jedes Teilsystem der gegebenen Stücke ist aus diesen konstruierbar. 

Satz 1. Gehört die BE 

(2) A XjfHifo) -> V y 1 H^(x 1 , yd) 

zu JT, S) und gilt in ST A x^H^xd -> Hj(xd) und A x t (H£(xd A y 1 (H / 1 '(Xj, y x ) 

-*H"(Xi,yi))), so gehört auch 

(3) A Xj(Hg(xj) -> V yiH"(xj, yi)) 

zu JT, #). 

„Verschärfung der Voraussetzung** H' über die gegebenen Stücke und „Ab¬ 
schwächung der Bedingung** H" an die zu konstruierenden Stücke führt also von 
durch elementare Konstruktion beweisbaren BE zu ebensolchen. Hierin ist insbeson¬ 
dere der Spezialfall enthalten, daß in sogar gilt: 

A x.(Hi(x,) ~ h;(x,)) 

bzw. 

A x 1 (B^(x 1 ) -> A y^H^Xj, yd +> H^Xj, yd)), 

d. h., die Zugehörigkeit einer BE zu t JT, £) ist unabhängig von der speziellen 

Formulierung der Voraussetzung H' und der Bedingung H". 

Zum Beweis von Satz 1 setze man x 2 = x 3 — xd y 3 = y^ Ferner sei x eine der 
Variablen x x und y 2 eine Variable gleicher Sorte, die in x x und y 1 nicht vorkommt. 
Dann gehört nach (la) 

(4) Ax 2 (x 2 = x 2 V y 2 y 2 = x) 

zu X e (X, JT, $) und (3) ist als Verkettung von (2) und (4) nach (1 c) Element von 

X, £). 

Die beiden folgenden Sätze stellen den Zusammenhang zwischen der hier durch 
„Axiome und Beweisregeln** definierten Menge , Jf, £) konstruktiv beweisbarer 
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BE und der im vorigen Abschnitt behandelten Präzisierung des konstruktiven Be- 
weisens durch Angabe von uniformen Flußdiagrammen her. 

Satz 2. Zu jeder BE A x(H'(x) V yH"(x, y)) aus Jf, $) existiert ein zyklen¬ 
freies uniformes Flußdiagramm $ über (^, £"), so daß in jedem Modell von 3~ für 

alle x mit H'(x) das Resultat %(x) der Anwendung von $ auf x existiert und der Be¬ 
dingung H"(ae, $(a?)) genügt . 

Satz 2 wird durch Induktion bezüglich Definition (1) bewiesen. Für A x(x = x-»Vy 
y = x) £ JT, £) (x eine der Variablen x) leistet das Flußdiagramm 


j = x 

~ r 


y 


und für A x(H'(x) VyH"(x, y)) 6 JT, #) mit A x(H'(x) -> V !! yH"(x, y)) 6 JT 

leistet das Flußdiagramm 


y = f h', h-(x) 

~ 

y 


das Verlangte. Ist H 3 6 JT, ) eine Verkettung von Hj 6 &) 

H 2 € , JT, #), wobei wir annehmen, daß für H r bzw. H 2 die uniformen Fluß¬ 

diagramme bzw. % 2 das im Satz Geforderte leisten, so erhält man ein Flußdia¬ 
gramm % mit der für H 3 geforderten Eigenschaft, indem man alle Ausgänge von ^jf 1 



} 


10 * 
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mit dem Eingangsknoten von % 2 identifiziert. Ist schließlich H 3 eine Verzweigung der 
beiden BE H x , H 2 an H(x), wobei wiederum $1 bzw. uniforme Mußdiagramme sind, 
die für Hj bzw. H 2 das Verlangte leisten, so erfüllt das Mußdiagramm 0f 3 für H 3 
die geforderten Bedingungen. Damit ist Satz 2 bewiesen. 


Der folgende Satz stellt in gewissem Sinne die Umkehrung von Satz 2 dar. Ist 0? 
ein uniformes Flußdiagramm über (X, X, <f) mit den Eingangsvariablen x und den 
Ausgangsvariablen y, so heißt eine BEE 

(5) Ax(H'(x)^A !!yH"(x,y)) 

eine Beschreibung von wenn in jedem Modell von X für alle Systeme x von Dingen 
entsprechender Sorten gilt: ^(a?) existiert genau dann, wenn H'(x) gilt, und im Fall 
der Existenz ist H"(x, $(*)) erfüllt. Exakter formuliert bedeutet dies: Ist a> ein 
Interpretation der Sprache von X in einem Modell von X und / eine partielle Belegung 
bezüglich co mit dem Definitionsbereich x, so existiert die Belegung /' = &,(/) 
genau dann, wenn Wert(H.'(x), co, /) = W gilt, und im Falle der Existenz ist 
Wer£(H"(x, y), co, /") = W für die durch 

{ /(xd für Xi in x, 

' , ' ... . 

/ (x { ) für x t - in y 


definierte partielle Belegung /". Analog zur gewöhnlichen definitorischen Einführung 
partieller Operationen kann man auf der Grundlage einer BEE der Form (5) eine 
partielle Operation einführen, deren Wertebereich nun allerdings nicht mehr aus 
Einzeldingen einer gewissen Sorte sondern aus w(y)-Tupeln von Dingen besteht. 
Genau wie die bisher betrachteten speziellen BEE mit n( y) = 1 einen gewissen Ersatz 
für die auf ihrer Grundlage definierbaren Operationen darstellen, bedeutet die 
Existenz einer Beschreibung für ein uniformes Flußdiagramm, daß einerseits dieses 
Flußdiagramm eine in der Theorie 3T definierbare Operation darstellt und daß man 
andererseits die Verwendung dieser Operation bzw. dieses Flußdiagramms prinzipiell 
umgehen kann. 

Wir verabreden noch, im folgenden die BE A x(H'(x) V y H"(x, y)) als die zu (5) 

bzw. auch als eine zu F H ^ H » gehörige BE zu bezeichnen. 

Ein uniformes Flußdiagramm stellt offenbar höchstens dann bei gewissen Inter¬ 
pretationen eine Operation mit nichtleerem Definitionsbereich dar, wenn es folgende 
beiden Bedingungen erfüllt: 

a) Auf der rechten Seite jeder einem Arbeitsknoten zugeordneten Termgleichung 
und in jedem einem Prüfknoten zugeordneten Ausdruck kommen höchstens solche 
Variable frei vor, die entweder Eingangsvariable sind oder für die es wenigstens 
einen Weg vom Eingang des Strukturgraphen zu dem betreffenden Knoten gibt, der 
einen Arbeitsknoten enthält, dessen zugeordnete Termgleichung diese Variable auf 
der linken Seite enthält. 
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b) Unter den Ausgangs variablen befinden sich nur solche, die in wenigstens einer 
einem Arbeitsknoten zugeordneten Termgleichung auf der linken Seite auftreten. 

Ein uniformes Flußdiagramm, das die Bedingungen a) und b) erfüllt, wollen wir 
der Kürze halber konsistent nennen. Ein uniformes Elußdiagramm ohne Arbeits¬ 
knoten ist niemals konsistent. 

Satz 3. Zu jedem zyklenfreien konsistenten uniformen Flußdiagramm über [ZF, jf, S) 
gibt es eine Beschreibung in&~, so daß die zugehörige BE Element von Cfc^ST, ist. 

Unter Berufung auf Kapitel 6. können wir uns beim Beweis von Satz 3 auf Fluß¬ 
diagramme mit induktivem Strukturgraphen beschränken und den Beweis durch 
Induktion bezüglich des induktiven Aufbaus des Strukturgraphen führen. 

Ein aus einem einzelnen Prüfknoten bestehendes Flußdiagramm ist, wie bereits 
bemerkt, nicht konsistent. Ein Arbeitsbaustein der Form 


x 



y 


ist nur dann konsistent, wenn x,- in x vorkommt und y = x t - ist. In diesem Fall ist 
A x(x = x ->■ V !! x f Xf = x ; ) eine Beschreibung von $ und die zugehörige BE nach 
(la) in JT, <f). Ein Arbeitsbaustein der Form 


x 



y 

ist nur dann konsistent, wenn z ^ x und y = x$ ist. In diesem Fall ist 
Ax(x = iaH'(j)->VI! x,H"(z,x,)) 

eine Beschreibung von (Das Konjunktionsglied x = x ist nötig, damit die Kon¬ 
struktionsvoraussetzung formal von allen Eingangsvariablen des Flußdiagramms 
abhängt und über diese quantifiziert werden kann.) Da nach Voraussetzung die zu 
F H ', h" gehörige BEE zu JT gehört, gehört nach (1 b) die BE 

A z(H'(z) -> V x,H"(z, x ; )) 
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zu X^X > X, £). Die zur Beschreibung von % gehörige BE ist eine Verkettung von 
Ax(x = x^-Vxi = x ; ) 

(Xj eine beliebige der Variablen x) mit der zu F H ',h" gehörigen BE, gehört also nach 
(lc) zu X e {y, X, £). 

Es sei nun A x 2 (H( 2 x 2 ) -> VI! y 2 H"(x 2 , y 2 )) eine Beschreibung eines uniformen Fluß- 
diagramms ^ 2 , und die zugehörige BE gehöre zu X e {X,X, £). Das Flußdiagramm $ 
entstehe aus durch Vorschalten eines Arbeitsknotens, der etwa mit der Gleichung 
yi = F H / H "(Xi) belegt sei: 

x 

yi = F H ', h" (Xi) 

I 

y 

(Der Fall, daß der vorgeschaltete Arbeitsknoten mit einer Gleichung der Form 
Xj = x ; - belegt ist, sei dem Leser überlassen.) Damit konsistent ist, muß x x ^ x, 
x 2 ^ xy x und y ^ y x y 2 sein. Offenbar ist % genau dann auf ein System x von Ein¬ 
gabestücken anwendbar, wenn das Teilsystem x x die Voraussetzung H'(x x ) erfüllt und 
für das Teilsystem x 2 von xy x die Voraussetzung Hg(x 2 ) gilt. Die Komponenten y 
des Gesamtresuitats sind dadurch charakterisiert, daß sie zusammen mit den weite¬ 
ren Zwischenresultaten y 3 den Bedingungen H"(Xi> y x ) und HJ^x^ya) genügen. Eine 
Beschreibung für % lautet demnach 

Ax(x = X a H'(Xj) a Ay,(H"(x„ y,) -> H' 2 (x 2 )) 

-> V !! y V y 3 (Hi'(x„ y.) a H''(x 2> y 2 ))). 

Die zugehörige BE ist laut (1 b), (1 c) und Satz 1 Element von X 6 {X } X , £). Auf analoge 
Weise stellt man eine Beschreibung für ein Flußdiagramm $ auf, das durch Anwen¬ 
dung der Operation Vz aus zwei Flußdiagrammen gfj, 0f 2 unter Vorschaltung eines 
Prüfknotens H(z)? mit H(z) 6 £* entsteht, wenn man für $ x und ^r 2 schon Beschrei¬ 
bungen kennt. Setzt man voraus, daß die zu diesen Beschreibungen gehörigen BE 
Elemente von X e (X, X, £) sind, so folgt im wesentlichen aus (ld),daß auch die zur 
Beschreibung von $ gehörige BE Element von X e {X } X , £) ist. Die Ausführung sei 
dem Leser überlassen. 

Entsteht % durch Vorschalten eines Prüfknotens vor ein Flußdiagramm für 
das eine Beschreibung A x'(H'(x') —VI! yH"(x',y)) bereits bekannt und die zugehörige 
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BE in jT e (5~, Jf, S) gelegen ist, 


x 

1 


Q*mD 

J \^ja (bzw. nein) 


5 ' 

T 

V 


so existiert, da die Variablen y von den Variablen x verschieden sind, ein Resultat 
$(x) höchstens für solche x, für die H(z) (bzw. —, H(z)) gilt. (Aus der Konsistenz von 
$ folgt z ^ x und x' ^ x.) In diesem Fall entsteht eine Beschreibung für fj, indem 
man in der Beschreibung für die Voraussetzimg H'(x') durch x = x a H(z) a H'(x') 
bzw. durch x = x a —| H(z) a H'(x') ersetzt, und die zugehörige BE gehört nach 
Satz 1 (Verschärfung der Voraussetzung) zu JT, $). 

Es seien x und y Systeme von Variablen mit n(x) = fl-(y), so daß die 2n(x) Variab¬ 
len x, y paarweise verschieden sind und für i = 1,..., w(x) die i- te Komponente von 
x und die i- te Komponente von y Variablen gleicher Sorte sind. Ist unter dieser 

Voraussetzung über die Variablen die BEE 

/ 

(6) A x(H'(x) -> V!! yH"(x, y)) 
in ZF gültig und gilt ferner in ST 

A xy(H'(x) A H"(x, y) A H(y) H'(y)) 

für einen gewissen Ausdruck H, so heißen die BEE (6) und die auf ihrer Grundlage 
definierbare partielle Operation in ST bezüglich H iterativ. Gilt in ZF sogar 

A xy(H'(x) a H"(x, y) -+ H'(y)), 

so heißen (6) und die Operation F H ^ H // in SF iterativ. 

Ist die BEE (6) in 3F bezüglich H iterativ und die zugehörige BE Element von 
JT, &) für eine gewisse konstruktive Teiltheorie von ^,so ist (6) eine Beschrei¬ 
bung eines gewissen uniformen Flußdiagramms über (F, X, £), folglich (7) ein 
uniformes Flußdiagramm über (J7 - , jf, F), falls H(x) 6 <!>* und z ein System von Variab¬ 
len entsprechender Sorte ist, die von den Variablen x verschieden sind. Die Nicht¬ 
anwendbarkeit von (7) auf ein System x von Eingabestücken, die H'(x) erfüllen, kann 
wegen der vorausgesetzten Iterativität von F^ bezüglich H nur dadurch ver¬ 
ursacht werden, daß keines der durch 




(x) := x, F^t 1 H ,,(x) := F 


H' H' 
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induktiv definierten Zwischenresultate der Bedingung H(x) genügt. Demnach ist (7) 
auf x genau dann anwendbar, wenn gilt: 

H(x) V (H'(x) A V n V y,... y„(H"(x, y,) A ... A H"(y„_„ y„) a H(y n ))). 




Dies oder etwas Gleichwertiges ist aber in einer elementaren Sprache nicht formulier¬ 
bar, so daß ein zu Satz 3 analoger Satz für nicht zyklenfreie uniforme Flußdiagramme 
nicht allgemein behauptet werden kann. Elementar formulierbar ist nur der Fall, daß 
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es unter der Voraussetzung Hj(x) eine von x unabhängige obere Schranke n für die 
Anzahl der Durchlaufungen des Zyklus von (7) gibt. In diesem Fall ist jedoch auch 
(7) einem zyklenfreien uniformen Flußdiagramm (8) äquivalent, für welches eine 
Beschreibung nach Satz 3 gefunden werden kann. Auf den nichtelementaren Fall wer¬ 
den wir in Abschnitt 8.4 zurückkommen. 

Abschließend eine Bemerkung zur Vorbereitung des nächsten Abschnitts. Bei der 
Aufstellung eines zyklenfreien Flußdiagramms kann man offenbar die auf den linken 
Seiten der den Arbeitsknoten zugeordneten Termgleichungen auftretenden Variablen 
(Bezeichnungen der Zwischenresultate) stets so wählen, daß sie von den Bezeich¬ 
nungen der gegebenen und bis zu diesem Schritt bereits konstruierten Stücke ver¬ 
schieden sind. In diesem Fall wird im Lauf der Abarbeitung des Flußdiagramms kein 
Inhalt einer schon benutzten Adresse gelöscht. Die gegebenen Stücke und alle kon¬ 
struierten Stücke stehen als mögliche Komponenten des Resultats y zur Verfügung. 
In einem Flußdiagramm der Form (7) ist es dagegen unumgänglich, die Adressen x, 
die auf der rechten Seite des zu iterierenden Arbeitsknotens auftreten, immer wieder 
neu zu besetzen und damit ihre alte Bedeutung zu löschen. Allerdings kann man auch 
bei nicht zyklenfreien Flußdiagrammen generell erreichen, daß die ursprünglich ge¬ 
gebenen Stücke x erhalten bleiben, indem man sie vor Beginn der eigentlichen Kon¬ 
struktion % unter je einer zweiten Adresse x' speichert (d. h. mit einer zweiten Be¬ 
zeichnung versieht), die in % nirgends vorkommt. Zum Beispiel (7) geht dann über in 


x 
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8.3. Elementar entscheid bare Relationen 

Die Anerkennung der Konstruktivität gewisser Grundoperationen und der Effektivi¬ 
tät gewisser Prüfrelationen hat nicht nur — wie bisher betrachtet — die Konstruk¬ 
tivität aller hieraus durch Flußdiagramme erhältlichen Operationen sondern auch die 
effektive Durchführbarkeit gewisser zusammengesetzter Entscheidungsprozesse zur 
Folge. Wir definieren induktiv die Menge <f e {X, X, £) der bezüglich X,#) elementar 
entscheidbaren Ausdrücke (die in jedem Modell vonjiT, in dem Jf und $ wirklich effek¬ 
tiv sind, effektiv entscheidbare Prüfrelationen darstellen): 

(la) <f* g X, £). 

(1 b) Ist H 6 <*)> so ist auc h —i H 6 &)* 

(1 c) Ist H'(x) € S g (jT, X, *), H(y) € # e (jT, X, *)> 

Ax(H'(x) —> V!! yH"(x, y)) 6 und die zu dieser BEE gehörige BE Element 
von X e (^, X, S > ), so ist auch H'(x) a H(F h , h ,,(x)) £ X > £)> 

Der Definition liegt der Gedanke zugrunde, daß die bezüglich X, $) elementaren 
Entscheidungen durch zyklenfreie uniforme Flußdiagramme über {X, X, $) gegeben 
werden, die mindestens zwei Ausgänge besitzen und deren sämtliche Ausgänge in zwei 
nichtleere Teilmengen „ja-Ausgänge“ und ,,nein-Ausgänge“ eingeteilt sind. Ein 
solches Flußdiagramm muß — wie die ursprünglichen Prüfknoten — auf beliebige 
Eingaben x anwendbar sein. Die Entscheidung fällt positiv oder negativ aus je nach¬ 
dem, an welchem Ausgang das Resultat erscheint. Da bei geeigneter Wahl der 
Variablen die Eingabe x im Laufe der Abarbeitung eines solchen Flußdiagramms er¬ 
halten bleibt (vgl. Abschnitt 8.2.), kann man an jeden Ausgang des Flußdiagramms 
y(= x) als gewünschtes Resultat schreiben. Die angegebene Definition (1) liefert nun 
— analog zur Definition von X , X, $) — eine vom Begriff des Flußdiagramms un¬ 
abhängige Präzisierung dieser Vorstellungen, (la) bedeutet, daß die Prüfknoten selbst 
die einfachsten Flußdiagramme der verlangten Art sind, (lb) bedeutet, daß aus 
einem „Prüfdiagramm“ durch Vertauschung von ja- und nein-Ausgängen wieder ein 
Prüfdiagramm entsteht. (1 c) bedeutet: Ist F eine in ST definierbare Operation, die 
bezüglich {X, X, $) konstruktiv ist, und sind H' und H bezüglich (X, X, S) konstruk¬ 
tiv entscheidbar, so daß F auf alle x mit H'(x) anwendbar ist und F(x) auf H prüfbar 
ist, so ist folgendes Prüfverfahren effektiv: Man prüfe zunächst H'(x); falls diese 
Prüfung positiv ausfällt, bilde man F(x) und prüfe H(F(x)). Falls diese Prüfung 
auch positiv ausfällt, sei der Gesamtausgang positiv, andernfalls negativ. 

Da nach Abschnitt 8.2 (la') insbesondere jede identische Abbildung F(x) = x 
konstruktiv ist, umfaßt Teil c) der Definition von <f e (^, JT, $) als Spezialfall 

(ld) Ist H'(x) € <f«(.T, X, 6) und H(x) € <?), so ist auch 

H'(x) a H(x) € <r e («r, X, S) t 

d. h. zusammen mit (lb): X, <o) ist aussagenlogisch abgeschlossen . 

Ist $ leer, so auch , X, &), andernfalls enthält X, &) nach der letzten 
Bemerkung auch allgemeingültige — d. h. auf alle Eingaben x zutreffende — Aus- 
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drücke H'. Damit ergibt sich als weiterer Spezialfall von (1 c): 

(le) Ist die in ST definierbare volle Operation F bezüglich Jf, $) konstruktiv 
und F(x) auf H £ «? e (^” 3 JT, S) prüfbar, so ist H(F(x)) £ JT, $). 

(Id) (zusammen mit (lb)) und (le) erscheinen als „Axiome“ der elementar kon¬ 
struktiven Entscheidbarkeit natürlicher als (lc). Jedoch ist der relativ komplizierte 
Fall (lc) nicht entbehrlich, da die meisten konstruktiven Operationen F eben nicht 
voll sind, andererseits aber gesichert werden muß, daß die zusammengesetzten 
Prüfungen ebenso wie die einzelnen Prüf knoten auf jede Eingabe anwendbar sind. 

Unter Berücksichtigung der Tatsache, daß in einem Prüfdiagramm ein Operations¬ 
knoten, auf den kein Prüfknoten mehr folgt, keinen Beitrag für die Prüfaufgabe des 
Diagramms liefert, ist leicht zu zeigen, daß jedes „sinnvolle“ zyklenfreie induktive 
Prüfdiagramm über («5 r , Jf, S) unter Benutzung der Schritte (lb), (lc) (bzw. auch 
(ld)und (le)) aus mit Ausdrücken aus £* belegten Prüf knoten aufgebaut werden 
kann. Die angegebene Definition ist also hinreichend umfassend. Andererseits gilt der 

Satz über elementar entscheidbareRelationen. Die Ersetzung von £* durch 
JT, <§) in der Definition vonJf e (&~, JT, S) (Teil d)) führt nicht aus der Menge der 
bereits definierten elementar konstruktiven BE heraus. (D. h., die im folgenden häufig 
praktizierte Benutzung zusammengesetzter Prüfknoten dient nur der Bequemlich- 
BE bereitskeit der Formulierung und ist prinzipiell entbehrlich.) 

Zum Beweis zeigen wir durch Induktion bezüglich der Definition von# e (^", tf,£), 
daß jede durch Verzweigung an einem H(x) £ , $) konstruktiv beweisbare 

BE bereits Element von jr e (^A JT, $) ist. 

Ist H(x) £ <^* (Fall a), so ist nichts zu beweisen. Ist die Behauptung für ein H(x) 
£ , JT, $) schon bewiesen, so bedeutet die Benutzung von — ( H(x) statt H(x) 

(Fall b)) beim Beweis, daß eine gewisse BE als Verzweigung an H(x) in , jf, $) 

enthalten ist, lediglich die Vertauschung der hierfür benutzten Voraussetzungen 

A Xi(HJ(x*) -> V yfr y i)) £ X 6 {3T, jf, $) {i = 1,2). 

Fall c). Es sei H'^xO der Ausdruck H^xO a H 2 (F h ' h " (x t )) aus # e (^', jf, $), 
wobei 

(2) A -* V y.Hftx,, y,)) £ X e (X X, #), 

und es sei schon bekannt, daß Verzweigung an den Prüfrelationen HJ bzw. H 2 nicht 
aus JT ,tf,£) herausführt. Ferner sei x x ^ x, x 2 ^ x, x 3 ^ x, y ^ y 2 , y <: y 3 und 
für i — 2, 3 

(3) A Xi(H;( Xi ) V y f H'j'(Xj, y,)) € X e {X, X, S), 
und es gelte in ST\ 

W A x(H'(x) a H(x,) H' 2 (x 2 ) a A y 2 (H"(x 12 , y 2 ) H"(x, y))), 

A x(H'(x) A H(Xj) H'(x 2 ) a A y 2 (H''(x 2 , y 2 ) H"(x, y))), 
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d. h., wenn die Benutzung der Prüfrelation H(x x ) zulässig ist, folgt (laut Abschnitt 8.2, 
(la» 

x(H'(x) V yH"(x, y)) 6 X , X , 

Es ist zu zeigen, daß dies auch schon unter der Induktionsannahme gilt, daß Ver¬ 
zweigung an Hj und H 2 nicht aus X e (X, X, S) herausführt. Folgendes Schema stellt 
die Verknüpfung der beteiligten Teilflußdiagramme dar: 


x (H'(z)) 



Der Beweisgedanke besteht darin, dieses Flußdiagramm in das auf S. 157 darge¬ 
stellte äquivalente Flußdiagramm umzuformen. 

Bezeichnen wir mit H(x, y x ) den Ausdruck H'(x) a H^Xj) a Hj'fo, y x ), so folgt aus 
den Voraussetzungen zunächst: 

(5) A xy,(H(x, y,) a H 2 (y,) -> H'(x 3 ) a A y 3 (H''(x 3 , y 3 ) -> H"(x, y))) € ST, 

A xy,(H(x, y,) a H 3 (y,) ->■ H' 2 (x 2 ) a A y 2 (H"(x 2 , y 2 ) -> H''(x, y))) 6 &. 

Da nach Induktionsannahme Verzweigung an H 2 nicht aus jT e (^", jT, <£) herausführt, 
folgt aus (3) und (5) 

(6) A xyxHCx, y x ) V yH"(x, y)) € X e (X, X, £). 

Diese BE gehört zum Teilflußdiagramm I. Die zum Teilflußdiagramm II gehörige 
BE 

(7) A x(H'(x) a H x (x x ) V yH"(x, y)) 

entsteht durch Verkettung von (2) mit (6), ist also ebenfalls Element von j X, &). 
Da schließlich in X aus H'(x) a H^Xj) folgt H'(x) a H^Xj), während aus H'(x) a 
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-1 nach (4) H'(x 2 ) folgt, ist die BE Ax(H'(x) VyH"(x, y)) auch ab Ver¬ 

zweigung von (3) für i = 2 und (7) an H, erhältlich, folglich Element von 
was zu beweisen war. 



Wir geben hier noch ein geometrisches Beispiel für die Zusammensetzung kompli¬ 
zierter Prüfrelationen aus vorgegebenen Grundprüfungen an. Es sei ZF die durch die 
Axiome II bis 15, Al bis A4 gegebene ebene affine Geometrie, 

{A pip 2 (pi 4= p 2 -* V!! g(p x e g a p 2 6 g)), 

A gig 2 (gi schneidet g 2 V! !p(p € gi a p € g 2 ))}, 

^ ^ {P € g, Pi = p 2 , gi II g 2 , (Pi, p 2 , p 3 )}, 

(^F, JT, S) also eine mögliche Präzisierung des Zweiges „Konstruktionen mit dem 
Lineal allein in beliebigen affinen Ebenen“. Wir wollen zeigen, daß die durch den 
Ausdruck „pj und p 2 auf verschiedenen Seiten von g“ dargestellte dreistellige Rela¬ 
tion bezüglich^, CF,S) effektiv entscheidbar ist, der entsprechende Prüfknoten also 
bei Konstruktionen in {ßT, Jf, S) in gleicherweise wie die Elemente von verwendet 
werden darf: 

Die Ausdrücke Pi 6 g, p 2 € g gehören zu#*(g £ 6 {tF, ZF, <f)), also nach (lb) und 
(ld) auch der Ausdruck (Pi $ g a p 2 $ g a p t 4= p 2 ). Da für p lf p 2 , g, die diese Be¬ 
dingung erfüllen, L(p 1} p 2 ) definiert und außerdem die Operation L bezüglich , ZF , S) 
konstruktiv ist, gilt nach (lc) 

Pi $ g A P 2 $ g A Pi 4= P 2 a -! L(p x , p 2 ) || g € , Jf, ). 
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Diesen Ausdruck nennen wir H(p x , p 2 , g). Ist er für gewisse p 1} p 2 , 9 erfüllt, so ist die 
Konstruktion Si (L(p u p 2 ), g) ausführbar. Daher ist (wiederum nach (lc)) 

H(Pi, p 2 , g) a (pi, S 2 (L(pj, p 2 ), g), p 2 ) € X, &). 

Dieser Ausdruck ist aber gerade eine „richtige“ Definition für „p x und p 2 auf ver¬ 
schiedenen Seiten von g“. Der gesamte Entscheidungsprozeß wird durch das folgende 
uniforme Prüfdiagramm über (SF, X, £) dargestellt: 


Pu Pa> S 



8.4. Nichtelementare Konstruktionen und Entscheidungen 

Wir erweitern eine beliebige Sprache SP in folgender Weise zu einer nichtelementaren 
Sprache SP+: Es werden natürliche Zahlen 0,1,2,... und abzahlbare Folgen von 
Dingen einheitlicher Sorte der ursprünglichen Sprache SP in die Betrachtung ein¬ 
bezogen. Als Variable für natürliche Zahlen verwenden wir i x , i 2 , i 3 ,..., in konkreten 
Fällen auch i, j, k, 1, m, n. Sind x| (i = 0,1, 2,...) die Variablen für Dinge der Sorte j, 
so verwenden wir (x*‘); (i = 0,1, 2,...) als Variable für Folgen von Dingen der 
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Sorte j, in konkreten Fällen aber z. B. (p) t - als Variable für Punktfolgen, (g); als 
Variable für Geradenfolgen, (k) } - als Variable für Kreisfolgen, und genau wie bei den 
Grunddingen der Sprache S? verwenden wir gelegentlich auch Variable ohne Index, 
also z. B. (p) zur Bezeichnung einer gewissen Punktfolge. Ist (x?') t > eine Folge von 
Dingen der Sorte j, k eine natürliche Zahl, so bezeichnet (x?)j(k) das Tc- te Glied der 
Folge (xi)*-, also z. B. (p) (n) das n- te Glied der Punktfolge (p). Die neuen Objekte 
(Folgen von Grunddingen) können dadurch in Beziehung zueinander gebracht 
werden, daß gewisse ihrer Folgenglieder in Relationen stehen, die in der Sprache 
formulierbar sind. Ist z. B. x*Ry ; - ein prädikativer Ausdruck der Sprache Sf, d. h. 
kann die durch R bezeichnete zweistellige Relation zwischen Dingen der Sorte x und 
Dingen der Sorte y bestehen, so können in der zu beschreibenden nichtelementaren 
Erweiterungssprache £/*+ von folgende prädikative Ausdrücke mit dem Symbol R 
gebildet werden: 

(1) XiRy,-, 

(2) (x) f (m) R(y); (n), 

(3) x t -R(y),- (n), 

(4) (x), (m) Ry ? - 

Dabei bedeutet (1): Die Dinge x x und y 7 - stehen in der Relation R. (2) bedeutet: Das 
m- te Glied der Folge (x) t - und das n- te Glied der Folge (y) 7 - stehen in der Relation R, 
d. h., (2) stellt eine vierstellige Relation zwischen Folgen der Sorte x, natürlichen 
Zahlen m, Folgen der Sorte y und natürlichen Zahlen n dar. (3) bedeutet: Das Ding 
und das n- te Folgenglied der Folge (y) 7 stehen in der Relation R, d. h., (3) stellt 
eine dreistellige Relation zwischen Dingen der Sorte x, Folgen von Dingen der Sorte y 
und natürlichen Zahlen dar. Entsprechend ist (4) zu interpretieren. 

Außer prädikativen Ausdrücken der Typen (1) bis (4), wobei jedem w-stelligen 
Prädikatensymbol (einschließlich des Zeichens „=“) der Sprache Zf 2 W Möglichkeiten 
für prädikative Ausdrücke in Z^ + entsprechen (da an jeder Stelle für x-Variable in 
R eine solche Variable oder eine Variable für x-Folgen und eine Gliednummer ein¬ 
gesetzt werden kann), sollen in Zf + prädikative Ausdrücke der Form i 7 - 5^ i k erlaubt 
sein; ^ ist immer durch die Ordnung der natürlichen Zahlen zu interpretieren. 

In Z? + ist u. a. stets definierbar: 

i < j :~i^jA—,j £i, 
i = j + 1 :■**■ j < i a | V k(j < k a k < i), 
für festes k: 

i = j + k :«* V i!... i*-!(i x = j + 1 a i 2 = i x + 1 a ••• a i = i*_j + 1). 

Ist k eine feste natürliche Zahl, so schreiben wir statt V m(m = n -f k a H((x?) t - (m))j 
einfacher H((x*) t - (n -f- k)). Diese Schreibweise ermöglicht es insbesondere, in einfacher 
Weise induktive Definitionen, die bezüglich S? metatheoretisch, d. h. in £P nicht formu- 
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lierbar waren, in exakt zu formulieren: Ist z. B. Ax(H'(x) —V!!yH"(x, y)) in^ 
formulierbar und in 3T gültig und iterativ, so kann man statt der induktiven Defini¬ 
tion I'jj', ,==: Fgi" : — Fg/ h"W) formuberen: 

(5) Ai(l’(i)- + V!l(y)H"(i,(y))), 

wobei H"(x, (y)J den Ausdruck (y)(0) = x a A iH"((y)(i), (y)(i -|- 1 )J bezeichnet. 
Unter Berufung auf die BEE (5) definiert man jetzt zunächst 

( 6 ) F H', H "( X ) :: = «(y) H"(x, (y)), falls H'(x), 

d. h., jedem x mit H'(x) wird die Folge der Fj^ H ,,(x) zugeordnet. Schließlich wird 
F£r, H '' ( x ) a ^ s das n- te Glied dieser Folge definiert: 

(7) F^ H //(x) :== F H , a „(x)(n). 

Statt (x)x (x) 2 ••• (x) n schreiben wir bei allgemeinen Betrachtimgen (x), d. h., wir 
identifizieren w-Tupel von Folgen mit Folgen von w-Tupeln. Analog bedeutet (x)(i) 
das w-Tupel der £-ten Folgenglieder der in (x) zusammengefaßten n Folgenvariablen. 
(5) bis (7) sind dann ohne weiteres von x, y auf x, y übertragbar. 

Ist die Sprache der ebenen euklidischen Geometrie, so ist in £?+ z. B. das Archi¬ 
medische Axiom exakt formulierbar: 

A P 0 P 1 P 2 P 3 (Po 4= Pi a p 2 4 p 3 V (p) V n((p)(0) = po a (p)(l) e Strahl (p 0 ,p t ) 
a A i(i ^ d (p)(i) (p)(i + 1) ^ P 2 P 3 A ((p)(i), (p)(*+l)> (p)(i +2))) 
a ((p)(n) = Pi v ((p)(n), Pi, (p)(n + 1})))), 

d. h., zu jedem Paar Strecken p 0 pi, p 2 p 2 gibt es eine Folge (p)(i) von Punkten und 
eine natürliche Zahl n, so daß (p)(0) = p 0 und wenigstens bis n + 1 die Punkte 
(p)(i) in der Reihenfolge der Numerierung auf dem Strahl(p 0 , p x ) aufeinanderfolgen 
und je zwei aufeinanderfolgende den Abstand p 2 p 9 haben und p x entweder gleich 
(p){n) ist oder zwischen (p)(w) und {p){n -f- 1) liegt. Daß wir darüber hinaus die 
Existenz einer Folge gefordert haben, bedeutet keine echte Verschärfung der in¬ 
haltlichen Aussage des Archimedischen Axioms, da man von der Stelle w + 3 
ab die Folgenglieder ganz willkürlich — etwa konstant gleich {p){n -f- 2) — wählen 
kann. Aus diesem Beispiel geht deutlich hervor, daß die von uns gewählte Erweiterung 
der sprachlichen Ausdrucksmittel im wesentlichen bezweckt, Formulierungen der 
Art 

V n V Pl ..• p n (H 1 (p 1 ,..., p n ) a .• • a H f(n) (px,..., p»)) 

u. ä. zu umgehen, wo die Pünktchen nicht nur der Abkürzung dienen, sondern der 
entsprechende Ausdruck prinzipiell nicht vollständig hingeschrieben werden kann, 
weil die Anzahl der benutzten Variablen und die Anzahl gewisser Teilausdrücke von 
einer im Gesamtausdruck selbst als Variablen auftretenden natürlichen Zahl ab¬ 
hängt. 

Es sei nun ZT eine in der Erweiterung «$^+ einer Sprache Sf formulierte Theorie, 
eine konstruktive Teiltheorie von 2T mit JT cz J^und $ c «^.Ferner setzen 
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wir«^ 4= 0 voraus, da sonst gegenüber der bereits behandelten elementaren Konstruier- 
bzw. Entscheidbarkeit nichts Neues entsteht. Im folgenden wird der Begriff der 
bedingten Entscheidbarkeit bezüglich (X, X y <(>) eine wesentliche Rolle spielen. Die Inten¬ 
tion ist, daß eine bezüglich X y S) bedingt entscheidbare Relation H(x) durch ein 
uniformes Prüfdiagramm % über (^", JT, $) entschieden wird, welches aber jetzt im 
Unterschied zu den in Abschnitt 8.3 betrachteten Prüfdiagrammen nicht auf beliebige 
Eingaben x anwendbar sein muß, sondern eine Entscheidung (durch Erscheinen des 
Resultats an einem ja- bzw. nein-Ausgang) nur für solche x liefert, für die $(x) 
existiert. In diesem Pall werden wir x auf H(x) prüfbar nennen. Zur Definition der 
Menge X y S) der bezüglich {Xy X y S) bedingt entscheidbaren Ausdrücke ist demnach 

gerade in der Definition von <g 6 {X,Xy<g) derTeü c) durch die schwächeren Bedingun¬ 
gen d) und e) zu ersetzen (vgl. Abschnitt 8.3). 

Da der Umfang der Menge £{X, X, £) von den bezüglich {X, X y £) konstruktiv 
ausführbaren Operationen abhängt, andererseits <o{X, X, <o) und der Begriff der 
Prüfbarkeit von x auf H(x) wesentlich in das neue Erzeugungsprinzip „Iteration“ 
für die Menge X{X, X, £) der bezüglich {X, Xy $) konstruktiv beweisbaren BE ein- 
gehen, sind die drei folgenden Definitionen ineinander verschränkt, d.h., die Mengen 
${Xy X y $) und X{X, X y $) von Ausdrücken und die (für jeden konkreten Aus¬ 
druck H € ${X, X y $) in SA* formulierbare) Relation „x ist auf H prüfbar“ werden 
simultan induktiv definiert: 

(8 a) £* cz £{Xy X, <f). 

(8b) &{Xy Xy <o) ist aussagenlogisch abgeschlossen , d. h. mit H gehört auch —| H, 
mit' Ü! und H 2 gehört auch (Hi a H 2 ) zu ${X y Xy #). 

(8 c) Ist H(y) £ ${X, X y £)> Ax(H'(x) -> V1 !yH"(x, y)) £ X und die zugehörige BE 

Element von X{X y X, <#), so ist H(F h , ( h „(x)) £ £{X y X, $). 

(8d) Ist H(z) £ und z <L x, so sei x auf H(z) prüfbar :<* x = x. 

(8e) x auf —i H(z) prüfbar x auf H(z) prüfbar, 

x auf (Hj a H 2 ) prüfbar (x auf Hx prüfbar a x auf H 2 prüfbar), 

(8f) x auf HfF-^ H „(x)) prüfbar H'(x) a A y(H"(x, y) y auf H(y) prüfbar). 
(8g) X,{Xy Xy £) g X{Xy Xy £). 

(8 h) X{X, Xy $) ist bezüglich Verkettung und bezüglich Verzweigung an Ausdrücken 

aus abgeschlossen . 

(8i) Iteration: 

Ist H(x) £ ${X, Xy $) und A x(H , (x) -> V!! yH"(x, y)) £ X und die zugehörige 
BE Element von X{X, X, £) und gilt in X 

A x(H;(x) ^ V (y) V n((y)(o) =xa Ai(i ^n-> (y)(i) auf Hprüfbar) 

a Ai (i < n | H((y)(i>) a H'{(y)(i)> a H"((y)(i), (y)(i + 1))) a H((y)(n»)) 

und gilt ferner in 

Ax y(H'j(x) A H(y) Hi'(x, y)), 

so ist auch A x(H',(x) V yH"(x,y)) 6 


11 Schreiber, Konstruktionen 
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Satz 1 aus Abschnitt 8.2 läßt sich samt Beweis sofort auf , JT, &) übertragen. 
Auch Satz 2 behält seine Gültigkeit, wenn man {ßT y JT, <f) durch SßT, 3C ß>) ersetzt. 
Beim Beweis ist nur die Iteration zusätzlich zu berücksichtigen, die von einem Fluß¬ 
diagramm % (Abschnitt 8.2) zur Darstellung der Operation F H , H „ zu einem Flußdia¬ 
gramm der Form 



führt. Daß dabei der Prüfknoten H(x)? mitH(x) 6 JT, S) durch ein uniformes 
Prüfdiagramm über (^, JT, $) ersetzt werden kann/ ist für den Fall H(x) 6 JT, $) 

schon in Abschnitt 8.3 gezeigt worden. IstH(x) (laut (8c)) von der Form H(F h ' h "(x)), 
wobei die Ersetzbarkeit des Prüfknotens H(z)? schon gezeigt sei, so ist H(x)? durch 



zu ersetzen. Da sich die Iteration von Strükturgraphen (vgl. Kap. 6.) graphentheo¬ 
retisch nicht auf den Spezialfall (9) zurückführen läßt, ist die Gültigkeit des folgenden 
zu Satz 3 in Abschnitt 8.2 analogen Satzes durchaus nicht selbstverständlich. 

Satz 1. Zu jedem konsistenten uniformen Flußdiagramm % über. JT, S) gibt es eine 
Beschreibung A x(H'(x) V!! yH"(x, y)) 6 so daß die zugehörige BE Element von 
WIßT, JT, S) ist. 

Beim Beweis von Satz 1 können wir uns auf Flußdiagramme mit induktivem 
Strukturgraphen beschränken und den Beweis durch Induktion bezüglich des Auf¬ 
baus des Strukturgraphen führen. Aus beweistechnischen Gründen müssen wir dabei 
zugleich folgenden Satz mitbeweisen: 

Satz 2. Zu jedem konsistenten induktiven uniformen Flußdiagramm mit den 
Eingangsvariablen x und jedem Ausgang a von $ gibt es einen Ausdruck 0 (x) in 
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£{ßF, JT, S), so daß für alle Systeme x von Eingaben für $ gilt: Wenn $(a?) existiert, so 
istx auf H% a {x) prüfbar undH% a (x) ist genau dann erfüllt, wenn %{x) am Ausgang a 
erscheint. 

Wir betonen ausdrücklich: Satz 2 bedeutet nicht, daß die Anwendbarkeit eines 
uniformen Flußdiagramms % über (ßT, jf, £) bezüglich {ß~, JT, £) effektiv entscheidbar 
ist. In der Tat ist im allgemeinen nicht einmal die Anwendbarkeit eines einzelnen 
Arbeitsknotens entscheidbar. Zum Beispiel hat die effektive Ausführbarkeit der 
Linealoperation nicht notwendig zur Folge, daß man als entscheidbar ansehen muß, 
ob zwei Punkte verschieden sind. Ist die Punktegleichheit nicht entscheidbar, so 
darf L eben nur auf solche Punktepaare angewendet werden, für die aus den Voraus¬ 
setzungen über die gegebenen Stücke folgt, daß sie verschieden sind. Andererseits 
ist Satz 2 nicht überraschend, wenn man bedenkt, daß für solche x, von denen man 
schon weiß, daß %(x) existiert, die Entscheidung, an welchem Ausgang von % das 
Resultat erscheint, inhaltlich dadurch herbeigeführt werden kann, daß man $ auf x 
anwendet. Für zyklenfreie Flußdiagramme läßt sich Satz 2 noch wie folgt ver¬ 
schärfen : 

Satz 2'. Ist für aZZeBEE A x(H'(x) —> V!! yH"(x, y)) aus die Anwendungsvoraus¬ 
setzung H'(x) elementar entscheidbar (6 ■> <^)) 3 so gibt es zu jedem zyklenfreien 
konsistenten uniformen Flußdiagramm % über {ßT, cF, <£) mit den Eingangsvariablen x 
und jedem Ausgang a von % einen Ausdruck H| >a (x) £ CF, $), so daß für be¬ 

liebige x gilt: H% ia (x) ist genau dann erfüllt, wenn %{x) existiert und am Ausgang a er¬ 
scheint. Sind a lf ..., a m die sämtlichen Ausgänge von %, so existiert insbesondere $(x) 
genau dann, wenn H% ai (x) v ••• v H% a Jx) gilt, d. h., die Anwendbarkeit von % ist 
bezüglich {ßF, JT, £) elementar entscheidbar . 

Wir wenden uns nun dem simultanen Beweis der Sätze 1 und 2 zu, in den wir 
Bemerkungen zum Beweis von Satz 2' einschalten. 

Ist % ein einzelner Arbeitsbaustein oder entsteht durch Anwendung einer der 
Operationen B, Vk, Vz aus Flußdiagrammen, für die die Gültigkeit von Satz 1 voraus¬ 
gesetzt wird, so entspricht der Beweis von Satz 1 dem Beweis von Satz 3 in Abschnitt 
8.2. Da SeßF, CF ,$) (g , CF, <^)) wegen der Voraussetzung ^*4= 0 ebenfalls nicht leer 

und aussagenlogisch abgeschlossen ist, enthält JT, S) auch identisch wahre und 
identisch falsche Ausdrücke. Ist ein mit der Gleichung x ? - = Xj belegter Arbeits¬ 
baustein, so erfüllt ein identisch wahrer Ausdruck die an a bzw. H| a gestellten 
Forderungen. Das Gleiche gilt allgemein für H^ a , falls % ein Flußdiagramm mit nur 
einem Ausgang a ist. Sind die Voraussetzungen von Satz 2' erfüllt, so ist für einen 
mit y = F H , h ,,(x) belegten Arbeitsbaustein für den einzigen Ausgang a von % 
H* b ,„(x) gleich H'(x) (s {ßF, FF, <^)) zu setzen; entsteht % durch Verkettung des so 

belegten Arbeitsknotens mit , so ist jeder Ausgang a von % ein Ausgang von 
Es istHg; 0 (x) gleich Hg;/ a (F H , H „(x)). Falls H|/ 0 (x) existiert undH'(x) £ ?F, FF, £), 
ist H| 0 (x) gleich H'(x) a H§', a (F H , H ,,( x )) (€ $<lßF, FF, #)) zu setzen. Hat % die 
Form 


11* 
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wobei Hcj i<a (x) und Hg a>& (x) schon für alle Ausgänge von 0b bzw. 0b definiert sind, so 
ist jeder Ausgang von 0 entweder ein Ausgang a von 0b oder ein Ausgang b von 0 2 * 
Es ist % a (x) gleich H(x) a H^ i> 0 (x) undH^ 6 (x) gleich —, H(x) a Hg i>a (x) zu setzen. 
Ist H| i>a (x) und H| a>6 (x) definiert, so ist H| ( 0 (x) gleich H(x) a a (x) und H| f b (x) 
gleich —, H(x) a H| 2 iÖ (x) zu setzen. 

Nun sei 0b ein Flußdiagramm mit mindestens zwei Ausgängen a, 6, für welches 
Satz 1 gilt und Hg; i . a (x),..., 6 (x) (6 £)) für alle Ausgänge schon definiert 

st. 0r entstehe aus 0b durch Iteration bezüglich a : 


x 


V 


»1 


< 1 

b ... 

▼ * j 

a 

f _ 

«54 

II 


Wir formen 0f wie folgt äquivalent um (s. S. 165) 

Nach Voraussetzung existiert für 0b eine Beschreibung A x(H'(x) -> V!! yH"(x, y)) £ ZT, 
so daß die zugehörige BE Element von JT(^*, JT, S) ist. Eine Beschreibung für das mit 
0r 2 bezeichnete Teilflußdiagramm lautet dann offenbar: 

(10) A x(V (y) V u((y) (0) = x a A i(i < n -> ^„„((y) (i)) a H'((y) (i)) 
a H"((y) (i), (y) (i + 1))) a (y) (n) auf H gl-<1 prüfbar 
a H gl „((y) (n))) V 11 yV(y) Vn((y) (0) = x 
a Ai(i < n ^ H gl „((y) (i)) a H'((y) (i)) a H"((y) (i), (y) (i + 1») 

A (y) ( n ) = y a —| H gii0 (y))). 

Wegen der Voraussetzung 0 (x), £ <^(^“, , $) (und damit auch —i 0 (x) £ 

, ,&',£’)) folgt nach (8i), daß die zur Beschreibung von 0b gehörige BE Element 
von jf ,<f) ist. Durch Anwendung des zur Verkettung von Flußdiagrammen ge¬ 

hörigen Beweisschrittes auf 0b und 0b erhält man nun auch die Gültigkeit von Satz 1 
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für Kürzen wir die oben für gefundene Beschreibung (10) mit A x(Hj(x) 
-> V! I yH'j (x, y)) ab, so ist Hg 6 (x) offenbar durch Hg t b(F Hl ', h,"( x )) zu definieren und 
laut (8 c) in <^(«^> «3T» &) enthalten. 

Wir beenden diesen Abschnitt wieder mit einem geometrischen Beispiel. Es be¬ 
zeichne Z f den durch Z f (p) := ik. A p'(p' 6 k pp 7 = r) und Z r (P) := {Z f (p)/p € P} 
definierten Zirkel vom festen Radius r. Wir betrachten das Parallellineal der Breite d 



Abb. 27 
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und den Zirkel vom Radius r in einer beliebigen archimedischen platonischen Ebene. 
Dabei denken wir uns die Sprache der platonischen Ebenen zunächst durch Kon¬ 
stanten d, r zur Sprache SP und dann zu SP+ erweitert. In S?+ ist das Archimedische 
Axiom formulierbar. Den Axiomen fügen wir außerdem die Voraussetzung d < r 
über die gewählten Konstanten hinzu. Damit sind die Bestandteüe SP und einer 
konstruktiven Teiltheorie von der in diesem Abschnitt betrachteten Art fixiert. Die 
übliche Konstruktion des Lotes von einem Punkt p auf eine Gerade g ist mit dem 
Zirkel Z r offenbar nur dann ausführbar, wenn Z T (p) die Gerade g schneidet. Wir defi¬ 
nieren für endliche Geradenmengen G die Relation „k schneidet G“ durch V g(g € G a k 
schneidet g) und bezeichnen die aus diesem Ausdruck bestehende Menge mit S. Wir 
bemerken ferner, daß die Operation Plf offenbar iterativ ist; auf eine einzelne 
Gerade g angewendet liefert sie schrittweise Büschel von paarweise parallelen Geraden 
vom Abstand 2 d, deren Zahl sich bei jedem Schritt um 1 erhöht (Abb. 27). 

Das Flußdiagramm 


P>g (P<lg) 



löst die Konstruktionsaufgabe JT, <f, H) mit der BE H: 

(11) A pg(p € g V g 0 (p 6 g 0 a g 0 _L g)). 

Da ££ nicht zyklenfrei ist, ist nur H 6 Sf JT, £) bewiesen. 

Wir zeigen, daß H $ Jf ,#). Dazu stellen wir zunächst fest, daß jedes zyklen¬ 

freie Flußdiagramm ^ für alle Eingaben x, für die %{x) definiert ist, das Resultat in 
einer im voraus angebbaren Maximalzahl von Arbeitsschritten liefert, die gleich der 
maximalen Zahl der Arbeitsknoten in den endlich vielen Wegen vom Eingangsknoten 
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zu einem Ausgang ist. Auf p, g mit p g muß jedoch (nach eventueller einmaliger 
Anwendung von Z T ) erst PLf eine Anzahl von Malen angewendet werden, die bei 
geeigneter Lage von p zu g beliebig groß wird, ehe neue Punkte entstehen und damit 
die Möglic hke it der Konstruktion irgendwelcher Stücke gegeben ist, die keine zu g 
parallelen Geraden sind. 


8.5. Konstruktionen mit konstruktiver Auswahl 

Ist {X, X, S) eine konstruktive Teiltheorie und kommen in der zugrundehegenden 
Sprache neben Variablen x*, y t -,... für Dinge gewisser Sorten auch Variablen X t -, Yf, ... 
für endliche Mengen von Dingen der Sorte x bzw. y • • • vor (dies wird z. B. immer 
dann der Fall sein, wenn die Sprache wie bei den Konstruktionen mit Zirkel, Parallel¬ 
lineal usw. der realen Mehrdeutigkeit gewisser zu behandelnder Grundoperationen 
angepaßt werden muß), so wollen wir folgende Erweiterung der Mengen X e (X, XX) 
und $ e {X, X, $) in Erwägung ziehen: Wir definieren induktiv die Menge X*(X, X, $) 
der durch elementare Konstruktion mit konstruktiver Auswahl beweisbaren BE und 
die Menge £%(X, X, £") der zugehörigen elementar entscheidbaren Ausdrücke. Da 
hier (wie bei den nichtelementaren Konstruktionen und Entscheidungen) nicht nur 
X a e {X, XX) in die Definition von & a t {X, X, £) eingeht, sondern #®(^",JT,^) seiner¬ 
seits auf X°{X, X, i) zurückwirkt, müssen wieder beide Mengen simultan definiert 
werden: 

a) Die Definition von £%{X,XX) entsteht aus der Definition von £ e (X, X, $), 
indem man dort überall ^(X, X, #) durch ^{X, X, &) und X e (X, Jf, #) durch 
X°{X, X, £) ersetzt und folgendes Erzeugungsprinzip hinzufügt: 

(1) Ist H(x, y) € ^{X,XX), so ist auch Vy(y e Y a H(x, y)) 6 <?%{X, X, £). 

b) Die Definition von X a e (X, X, &) entsteht aus der Definition von X^X.X, «f),- 
indem man dort überall X e {X, X, £) durch X a e {X, X, i) ersetzt, inTeü d) (Ver¬ 
zweigung) <f* durch S a e (X,XX) ersetzt und folgendes Erzeugungsprinzip hinzufügt: 
Ist H(x, y) 6 ^{X , X, 6) und A xY(H'(x, Y) -> V y(y e Y a H(x, y))j £ ST, so ist 

Ax Y(H'(x, Y) -> V Yj A y(y e Yx ^ y € Y a H(x, y))) € X*(X, X , <T). 

Ist insbesondere H(x, y) 6 ^{X, X, «f) und 

(2) AxY(H'(x, Y) ^ V!! y(y 6 Y a H(x, y») € ST, 
so ist 

(3) A xY(H'(x, Y) -> V y(y € Y a H(x, y») £ X‘(S, X, £). 

In die Definition sind gegenüber X,(.T,X,S) bzw. S e (X, X, S) alle für die Effektivität 
wesentlichen Folgerungen aus der Tatsaohe aufgenommen, daß die Variablen Y 
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nicht beliebige Dinge, sondern endliche Mengen von Dingen der Sorte y bezeichnen. 
Da derartige Sprachen bei der Anwendung der Theorie der konstruktiven Teiltheorien 
in vielen Bereichen der Mathematik (z. B. in der Theorie der Konstruktionen mit 
dem Lineal allein) keine Rolle spielen, wäre es unzweckmäßig, die entsprechenden 
Varianten von vornherein in die Betrachtung einzubeziehen. 

Aus der Definition folgt unmittelbar für beliebige konstruktive Teiltheorien: 

> CrifyS) Q JT,«#’) und^^, jf,#) gj <^®(«^", JT,^). Ist<f leer, so ist auch 

und die Definition von JT,<^) reduziert sich auf die Defini¬ 
tion von Jf, $). Daher ist dann Deshalb sei 

für das Folgende # =f= 0 vorausgesetzt. JT, £) ist dann aussagenlogisch ab¬ 

geschlossen. Daraus und aus der logischen Äquivalenz von A y(y € Y ->• H(x, y)) mit 
— i V y(y G Y a —| H(x, y)) folgt, daß mit H(x,y) im wesentlichen (d. h. bis auf Formu¬ 
lierung) nicht nur V y(y € Ya H(x, y)) sondern auch A y(y € Y-> H(x, y)) in JT,^) 

enthalten ist, mit anderen Worten: Die Aufnahme von (1) als zusätzliches Erzeugungs¬ 
prinzip für entscheidbare Ausdrücke bedeutet im wesentlichen, daß<^®(^", JT, S) be¬ 
züglich Quantifizierung über endliche Bereiche abgeschlossen sein soll. Dabei tritt 
statt der quantifizierten Variablen y die Variable Y als neue freie Variable auf. 
Dieses neue „Axiom der Entscheidbarkeit“ präzisiert unsere Vorstellung, daß man 
entscheiden kann, ob ein Element bzw. ob alle Elemente einer gewissen endlichen 
Menge eine entscheidbare Eigenschaft haben; indem man die Elemente in einer be¬ 
liebigen Reihenfolge daraufhin prüft. Da dieser Vorgang sich jedoch nicht durch ein 
uniformes Prüfdiagramm über JT, £) im Sinne von Abschnitt 8.3 beschreiben 
läßt, kann die Beschreibung von Entscheidungsverfahren durch Flußdiagramme 
jetzt nur noch in dem Sinne beibehalten werden, daß man Prüfknoten der Formen 

x, Y x } Y 

t i 

(V y(y e Y a H(s, y))?) bzw. (A y(y € Y ->• H<a?, y))? ) 

7 \ 7 \ 

zuläßt, die jeweils durch den Nachweis für H(x, y) £ Cfr> $) zu rechtfertigen 

sind. In diesem Fall ist H(x, y)? selbst durch ein Prüfdiagramm der erweiterten Art 
darstellbar. 

Im allgemeinen ist JT, $) cz Jf', S) \ Enthält beispielsweise JT keine 

Operationen, die von (durch große Variablen dargestellten) endlichen Mengen wieder 
zu (durch kleine Variablen dargestellten) Grunddingen zurückführen, und enthält <a 
nur Ausdrücke, in denen sämtliche freien Variablen klein sind, so trifft letzteres auch 
auf $<,{$', JT, <f) zu. Jede Anwendung von (1) führt aber aus dem Bereich dieser Aus¬ 
drücke heraus. 

, JT, £) unterscheidet sich von JT e (^, jf, <§) außer durch die Benutzung von 
Elementen von Jf, (statt nur von * und damit nach 8.3. im wesentlichen 
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von t (f'j'j für Verzweigungen dadurch, daß Arbeitsbausteine der Formen 
x, Y(Vy(y £ Y a H(x, y))) 

i _ 

Y, = {y:y € Y a H(x, y)) 
bzw. | 

x,Y(V!!y(yeYAH(x,y))) 

+ _ 

yi = <y(y ey* H(x, y>) 

mit H(x, y) £ JT, <£) zugelassen werden, d. h., unter der Voraussetzung, daß 

wenigstens ein Element der (gegebenen oder schon konstruierten) Menge Y die ent¬ 
scheidbare Eigenschaft H(x, y) hat, gilt die Bildung der Teilmenge Y x aller Elemente 
von Y mit dieser Eigenschaft als zulässiger Konstruktionsschritt. Ist insbesondere 
beweisbar, daß genau ein Element y von Y die entscheidbare Eigenschaft H(x, y) 
hat, so gilt die Auswahl dieses Elements als zulässiger Konstruktionsschritt. Kon¬ 
struktionsschritte dieser beiden Typen bezeichnen wir als konstruktive Auswahl . 
Durch Verkettung von $ 3 , PLf und ähnlichen „mehrdeutigen“ Operationen mit kon¬ 
struktiven Auswahlen des zweiten Typs wird das in Abschnitt 7.2 angeschnittene 
Problem gelöst, solche Operationen durch Vermehrung der Argumente eindeutig zu 
machen. Wir wollen dieses Prinzip am Beispiel der zunächst für Paare von Kreisen 
definierten Operation S 3 erläutern: 

Ist H(x, k l5 k 2 , p) € ), so sei die Operation Sj für alle Systeme x, kj, k 2 , 

die die Bedingung 

k x schneidet k 2 a V!! p(p € kx a p € k 2 a H(x, kj, k 2 , p)) («» H'(x, kj, k 2 , p) 
erfüllen, durch Sf [ (x, k u k 2 ) := «p(p € k x a p € k 2 a H(x, k x , k 2 , p) definiert. Die zu¬ 
gehörige BE 

Axkik 2 (IT(x, kx, k 2 ) Vpx(px € kj a pj e k 2 a H(x, k x , k 2 , p)) 
ist in ■> JT, S) enthalten. ist dabei die Theorie der platonischen Ebenen und X 

die dem Instrumentensatz „Zirkel und Lineal“ entsprechende Menge von BEE.) Sf 1 
wird durch das uniforme Flußdiagramm (im erweiterten Sinn) 

ku k 2 , x (H (x, kx, k 2 )) 

_ 4 _ 

P = S 3 (ki, k 2 ) 

I 


Pi = »p(p e p A H(x, k,, k 2 , p)) 
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beschrieben. Unsere Präzisierung bedeutet: Ob z. B. mit Zirkel (und Lineal) der¬ 
jenige Schnittpunkt zweier Kreise k 1} k 2 , der auf der p 0 -Seite (p 0 ^ L(M(k 1 ), M(k 2 ))) 
von L(M(k 1 ), M(k 2 )) liegt, aus k x , k 2 und p 0 konstruierbar ist, hängt davon ab, ob die 
durch den Ausdruck p 2 € Halbebene (M(k x ), M(k 2 ); p 0 ) dargestellte Punkt-Kreis 2 - 
Relation als entscheidbar gilt. 

Es bleibt zu zeigen, daß die konstruktive Auswahl im allgemeinen den Bereich 
der mit vorgegebenen Hilfsmitteln lösbaren Konstruktionsaufgaben echt erweitert. 
Als Beispiel dafür diene die Theorie der Konstruktionen mit dem Zirkel allein, ge¬ 
nauer : X sei die Theorie der platonischen Ebenen, X enthalte die zu Z und S 3 ge¬ 
hörigen BEE, $ sei so beschaffen, daß die eben erwähnte Relation in , X, $) 

ist. Wir haben gezeigt, daß 

(4) A k 1 k 2 po(k 1 schneidet k 2 a p 0 ^ L(M(k 1 ), M(k 2 )) 

->V Pi(pi € k x a pj € k 2 a pj € Halbebene(M(k 1 ), M(k 2 ); p 0 ))) £ X*{X ,X,£). 

Ohne konstruktive Auswahl können Punkte bei Anwendung von Z und S 3 nur als 
Einermenge {$>) = S s (K 1} K 2 ) entstehen, wobei K u K 2 endliche Mengen von Kreisen 
sind. Damit S 3 (K 1} K 2 ) =t= 0 ist, muß es wenigstens ein Paar k t £ K u k 2 £ X 2 geben, 
so daß S 3 (k 1} k 2 ) definiert ist. In diesem Fall enthält S 3 (K 1 , K 2 ) aber schon mindestens 
zwei verschiedene Punkte, d. h., es gilt: (4) ^ X e {X, X, S > ). 

Es sei dem Leser überlassen, die durch Kombination der Definition von X(X, X, £*) 
und <${X, X , $) mit den in diesem Abschnitt behandelten Prinzipien entstehende 
Definition der Mengen X a (X, X , $) und £ a {X, X , S) explizit aufzustellen. 

Es liegt nahe, aus der Voraussetzung, daß die Dinge der Sorte X endliche Mengen 
von Dingen der Sorte x sind, noch weitere Folgerungen für die Entscheidbarkeit und 
Konstruierbarkeit zu ziehen. Daher nehmen wir noch eine Diskussion gewisser 
Varianten der hier angegebenen Definition der Ausdrucksmengen Xf e) (X, X, S) und 
£ a {e) {X, X , <f) vor. 

Mit Xj sind auch Xi u Xj, Xi n Xj und Xj \ Xj endliche Mengen von Dingen 
der Sorte x und in der Regel als aus X i} Xj konstruierbar anzusehen. Daher könnte 
man die Definition von X a (e) {X, X, S) mit einiger Berechtigung durch die Regeln 

(5) A Xi A X,- V X A x(x £ X ** x £ X f v x £ X # ) € X° e) {3r, X, S), 

(6) A Xj A X,- V X A x(x £ X «> x £ X* a x £ X ; -) € X? e) (3T, X, £), 

(7) A Xj A X ? . V X A x(x € X ^ x € Xj a x $ X ; -) 6 Xf e) {X, X, <?) 

erweitern. (5), (6), (7) kann man jedoch im Bedarfsfall auch dadurch erreichen, daß 
man die entsprechenden mengentheoretischen Operationen bzw. die zu ihnen ge¬ 
hörigen BEE in das System X aufnimmt. Ist die Rahmentheorie <^“eine axiomatisclie 
Mengenlehre oder enthält sie eine solche als Teiltheorie, so sind neben u, n, \ auch 
das kartesische Produkt, die Potenzmengenoperation und andere Operationen (die 
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insbesondere nicht aus dem Bereich der endlichen Mengen herausführen) als konstruk¬ 
tiv anzusehen. Dies zu präzisieren und auszuführen muß einer als konstruktive Teil¬ 
theorie aufgefaßten konstruktiven Mengenlehre Vorbehalten bleiben. 

Will man die Elementrelation zwischen Dingen der Sorte x und endlichen Mengen 
X von Dingen dieser Sorte als entscheidbar ansehen, so kann dies durch die Aufnahme 
des Ausdrucks x 6 X in £ erreicht werden. Es sprechen jedoch gute Gründe dagegen, 
diese Relation ein für allemal als entscheidbar einzustufen, d. h. die Definition von 
&) durch die Regel 

„Alle Ausdrücke der Form x € X gehören zu JT <??)“ 

abzuändern. Dazu zeigen wir, daß x € X € $) genau dann gilt, wenn 

x; = Xj £ $ a (€) {ß~, JT, $). Ist die Identität im Bereich der x-Dinge entscheidbar, so 
ist es laut Definition von S a (e) auch V x^(x ; - € X a x ; = x), was offenbar gleich¬ 
bedeutend mit x 6 X ist. Umgekehrt ist mit „6“ auch „=“ entscheidbar wegen der 
Gleichwertigkeit von x- % = x ; - und x- % 6 {x ; }. Zwischen der (in manchen Zusammen¬ 
hängen anfechtbaren) Entscheidbarkeit der Identität und der in unserer Definition 
ein für allemal postulierten Entscheidbarkeit von Vx(x 6 X a H(x, y)) besteht vom 
Standpunkt der konstruktiven Mathematik ein wesentlicher Unterschied: In vielen 
Bereichen der Mathematik werden Dinge recht abstrakter Art durch Repräsentanten 
konkreterer Natur gegeben, z. B. reelle Zahlen durch eine algorithmische Vorschrift 
zur Produktion beliebig genauer rationaler Näherungswerte bzw. zur Produktion der 
unendlichen Folge der Dezimalstellen. Ist nun H(x) eine auf solche Algorithmen an¬ 
wendbare entscheidbare Eigenschaft von reellen Zahlen und sind endlich viele reelle 
Zahlen X durch je einen Algorithmus gegeben, so kann man sehr wohl diejenige 
Teilmenge von X bestimmen, auf die H(x) zutrifft. Entscheidbarkeit der Identität 
würde jedoch bedeuten, daß man von zwei durch ihre Dezimalstellenentwicklung ge¬ 
gebenen reellen Zahlen feststellen kann, ob sie gleich sind. Durch endlich langes Ver¬ 
gleichen der nach und nach berechneten Dezimalstellen beider Zahlen kann man 
jedoch nur deren eventuelle Verschiedenheit feststellen. 


8.6. Konstruktionen mit Hilfselementen 

Besteht ein System von gegebenen Stücken aus höchstens einem Punkt p, endlich 
vielen Geraden und endlich vielen Kreisen, die sich paarweise nicht schneiden (außer 
daß eventuell gewisse der Geraden den Punkt p gemeinsam haben), so sind mit 
Zirkel und Lineal im bisher definierten Sinne überhaupt keine neuen Stücke konstruier¬ 
bar, da die Anwendung von Schnittoperationen nach Voraussetzung höchstens den 
bereits gegebenen Punkt p liefert, die Anwendung vonZ oderL aber mindestens zwei 
verschiedene Punkte voraussetzt. Insbesondere sind also mit Zirkel und Lineal im 
bisher betrachteten Sinn folgende Aufgaben nicht lösbar (falls keine Stücke außer den 
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aüsdrücklich genannten gegeben sind): 

— Konstruktion des Mittelpunktes eines gegebenen Kreises, 

— Pallen des Lotes von einem Punkt auf eine Gerade, 

— Errichten des Lotes in einem Punkt einer Geraden, 

— Halbieren des gegebenen Winkels bzw. der Winkel, die durch ein Paar von sich 
schneidenden Geraden gegeben sind, 

— Konstruktion der Potenzgeraden zweier sich nicht schneidender Kreise 

usw. In diesem Abschnitt setzen wir voraus, daß der Bestandteil X einer konstruk¬ 
tiven Teiltheorie (X, X, $) außer, gewissen BEE eventuell gewisse in^ gültige nicht¬ 
eindeutige BE enthält. Diese Annahme über X wirkt sich auf keine der Definitionen für 
X e (X, X, S), g z (X, £) Xf e) (X, X, £) usw. aus. A x(H'(x) -► V yH"(x, y)) 6 X 
interpretieren wir wie folgt: Zu jedem System x von gegebenen oder schon konstruier¬ 
ten Stücken, das der Voraussetzung (x) genügt, darf ein beliebiges System y vonHüfs- 
elementen gewählt werden, so daß H "(x, y) gilt. Dabei ist jedoch y selbst nicht als 
mögliches Resultat einer Konstruktion anzusehen. Vielmehr definieren wir induktiv 
die Menge X\(X, X, g) der durch elementare Konstruktion mit Hilfselementen konstruk¬ 
tiv beweisbaren BE: 

(la) Ist x eine der Variablen x und y eine Variable gleicher Sorte , die nicht in x 
vorkommt, so ist 

Ax(x = x^Vyy = x)6 X\(X, X, g). 

(lb) Ist Ax(H'(x) V! IyH"(x, y)) € X, so sei 
A x(H'(x) V yH"(x, y» 6 X\{3T, X, S). 

(1 c) X\(X, X , g) seibezüglich Verkettung und Verzweigung an Elementen von g* 

abgeschlossen. 

(Aus (la—c) folgt X e {ST, X, g) g X*(ST, X, f).) 

(Id) Ist A xXj(Hi(x, x t ) -> V yHi'(x, x v y)) 6 X\(3T, X, g), (*) 

A x 2 (H'(x 2 ) -> V y 2 H 2 '(x 2 , y 2 )) £ X (Hilfselementoperation\) 

x 2 ^ x, Xj ^ y 2 und 

A x(H'(x) -► H' 2 (x 2 ) a A y 2 (H"(x 2) y,) -> H',(x, x,) a A y,(H" (x, x„ y) 

->• H"(x, y»)) e X, 

so ist 

Ax(H'(x) ->■ V yH"(x, y)) € X\(ST, X, <?). 

Dem neuen Erzeugungsprinzip (ld) für konstruktiv beweisbare BE entspricht die 
Erweiterung des Formalismus der uniformen Flußdiagramme dadurch, daß einem 
Flußdiagramm f$f, das die Aufgabe (*) löst, unter den in (ld) formulierten Voraus- 
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Setzungen ein Arbeitsknoten der Form 
( 2 ) y 2 = czH''(x 2 , z) 

I 

vorgeschaltet werden darf, wobei ezH(z) zu lesen ist: ein gewisses ( beliebiges ) System 
z mit der Eigenschaft H(z). 

Die durch (ld) vorgenommene Präzisierung der Verwendung von Hilfselementen ist 
in folgendem Sinne allgemeiner als die traditionell übliche Benutzung von Hilfs¬ 
elementen bei geometrischen Konstruktionen: Wählt man zu dem Teilsystem x 2 des. 
Systems x der gegebenen oder schon konstruierten Stücke statt y 2 ein anderes System 
z 2 von Hilfselementen, die ebenfalls der Bedingung H 2 (x 2 , z 2 ) genügen, so ist das aus 
x und dem entsprechenden Teüsystem von z 2 erhaltene Endresultat der Konstruktion 
(*) im allgemeinen von dem aus x und x x gewonnenen Resultat verschieden. Es ist 
lediglich gefordert, daß beide Endresultate zu x in der Beziehung H"(x, y) stehen, 
und nur in dem Sinn, daß in dieser Beziehung die bei der Konstruktion benutzten 
Hilfselemente nicht Vorkommen, ist das Resultat der Konstruktion von den benutzten 
Hilfselementen unabhängig. Eine solche Verwendung von Hilfselementen ist — wie 
das folgende Beispiel erhärten wird — vom Standpunkt des konstruktiven Beweisens 
von BE sinnvoll. Sie hat natürlich zur Folge, daß verallgemeinerte uniforme Fluß¬ 
diagramme, die Arbeitsknoten der Form (2) enthalten, im allgemeinen nicht als 
Darstellung einer partiellen Operation sondern nur noch'als formalisierte Darstellung 
eines — in unserem Sinne konstruktiven — Existenzbeweises gedeutet werden können. 
Die Verwendung von Hilfselementen im üblichen engeren Sinn ergibt sich wie folgt: 
Güt für die mit Hüfselementen gelöste Konstruktionsaufgabe A x(H'(x) -> VyH"(x,y)) 
6 JTJGT, Jf, S) in «T: A x(H'(x) -> V!lyH"(x, y)), so sind alle zu gegebenem x 
unter Benutzung irgendwelcher Hilfselemente konstruierten y gleich, falls sie die 
Bedingung H"(x, y) erfüllen, d. h., in diesem Fall stellt auch das verallgemeinerte 
uniforme Flußdiagramm wieder eine partielle Operation dar. 

Im allgemeinen Fall kann das durch die in (ld) formulierte Konstruktion erhaltene 
Objektsystem y nur als eyH"(x, y), d. h. ein gewisses y mit der gewünschten Eigen¬ 
schaft bezeichnet werden. Es ist leicht t zu beweisen, daß die Benutzung solcher 
„nichtdeterminierter Konstruktionen“ als neue Hüfselementoperationen, d. h. die 
Ersetzung der Voraussetzung \ 

A x 2 (H'(x 2 ) V y 2 H''(x 2 ,y 2 )) € JT 
in (ld) durch 

A x 2 (H'fe) -* V y 2 H''(x 2 , y 2 » e X k ,{X, X, S) 

den Bereich JT*(^”, Jf, <o) der mit Hilfselementen konstruktiv beweisbaren BE nicht 
erweitert. 

Beispiel. Es sei^~ die Theorie der platonischen Ebenen, JT enthalte die zu den 
Instrumenten L, Z, S x , S 2 , S 3 gehörigen BEE und als zulässige Wahloperation von 
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Hilfselementen 

(3) A gj V P!p 2 (Pi € g! a p 2 6 gi a p! 4 = p 2 ). 

£ sei beliebig, etwa £ = 0. Nach der Bemerkung zu Beginn dieses Abschnitts ist 

a gip 3 (p 3 $ gi -> v g(p 3 e g a g _l gi) $ x e (sr, jr, £). 

Aus dem bereits in Abschnitt 8.1, Beispiel 3, angegebenen Unterprogramm I ergibt 
sich jedoch 

(4) A giPiPaPatei € gi a p 2 € gi A pj 4= p 2 A p 3 ^ gj 

V g(p 3 € g a g J_ gi) 6 X e (,X,£)Q Jf, £). 

Unter der Voraussetzung p 3 (f g x erfüllen (3) und (4) die Voraussetzungen von (ld), 
daher gilt: 

(5) A gip 3 (p 3 $ gi -> Vg(p 3 € g a g J_ gi) € , X, £). 

Die entsprechende Konstruktion wird durch das Flußdiagramm 
gi>P 3 (p 3 <fgi) 

I _ 

Pl> P2 = £ Pl> P' 2 (Pl € gl A p' 2 € g 2 A p; 4= p') 

l _ 

ki =Z(pi;p!,p 3 ) 
k 2 = Z(p 2 ; p 2 , p 3 ) 

Pi = S 3 (k!,k 2 ) 
g =L(P 1 ,P 1 ) 

I 

g 


beschrieben. 

Da gilt: A gip 3 V!! g(p 3 € g a g J_ gi), ist die erhaltene Gerade g unabhängig 
von der Wahl der Hilfspunkte p l} p 2 . Das angegebene Flußdiagramm stellt daher — 
trotz vorkommender Hilfselementoperation — eine Operation dar, nämlich Lot(p 3 , gi). 
Nun wollen wir annehmen, es sei lediglich konstruktiv zu beweisen: 

(6) A gj V g g J_ gi. 

Dazu benötigen wir außer (3) € X noch 

(7) A gl V p 3 p 3 (f gi £ X. 
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Aus (5) und (7) folgt laut (ld) 

(6) € Jf*(,T, X, £). 


Das zugehörige Flußdiagramm hat die Form 


(8) 


gi 

Pi=« p(p $ gi) 

l 

; 

g 


/ 


Es stellt schematisch einen im Sinne von (F, jf, g) konstruktiven Existenzbeweis, 
jedoch keine Operation dar. Man bemerke, daß die beiden vbrkommenden Hilfs¬ 
elementoperationen (3) bzw. (7) den Inzidenzaxiomen 13 bzw. II (vgl. Abschnitt 5.2) 
entsprechen, die die Form von nichteindeutigen BE haben, während die übrigen 
vorkommenden Operationen Z, L, S 3 bei geeigneter Wahl eines Axiomensystems 
unmittelbar Axiomen von BEE-Form entsprechen. (8) ist also primär tatsächlich 
die Kurzschrift eines unter Benutzung der Axiome geführten Existenzbeweises. Die 
zusätzliche Bedeutung einer Konstruktionsbeschreibung erhält (8) erst in bezug auf 
die angenommene Effektivität von . Der durch (8) für (6) £ Jf JT, £) geführte 
Beweis berechtigt dazu, bei weiteren Konstruktionen (bzw. konstruktiven Beweisen) 
den Knoten 


g 2 = egg_Lgi 


zu verwenden. 

Ein besonderer Fall von Konstruktionen mit (hier unbewußt benutzten) Hüfs- 
elementen sind die in der Schule geübten Dreieckskonstruktionen. Dies sei am Beispiel 
der Konstruktion eines Dreiecks aus drei gegebenen Seiten erläutert. Es bezeichne 
H'(pi,..., p 6 ) den Ausdruck 

P1P2 < P3P4 + PöPö a p 3 p 4 < p 5 p 6 + pxp 2 a p 6 p 6 < pxp 2 -f p 3 p 4 , 

H"(Pi, ..., p 6 , Po, Pt,, p c ) den Ausdruck 

PaPb ^ PsPe a PoPc ^ P3P4 a p 6 pc ^ PiP 2 - 
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Sind nun die drei Seiten a, b , c eines Dreiecks in Gestalt repräsentierender Strecken 
a — p x p 2 , b = p 3 p 4 , c — p ß p 6 vorgegeben, so bedeutet die Konstruktion des ent¬ 
sprechenden Dreiecks mit Zirkel und Lineal den konstruktiven Beweis der BE 

(9) A PiP 2 p 3 P4P5P«(H / (Pi,..., p 6 ) 

V PoPbP«H (Pi, ..., Pß, p a , Pt, Pc))» 

d. h. die Angabe eines uniformen Flußdiagramms so daß für alle p t ,..., p 6 mit 
H'(p u ..., p 6 ) das Resultat $(Pi, • ••» Pz) existiert und H"(p 1} p & ,^(p 1} p 6 )) 
erfüllt. Da ein Dreieck durch Angabe dreier Seitenlangen (die den Dreiecksungleichun¬ 
gen genügen) noch nicht eindeutig bestimmt ist bzw. nur in dem Sinn eindeutig be¬ 
stimmt ist, daß je zwei solcher Dreiecke einander kongruent sind, sind die gegebenen 
Stücke zunächst durch Angabe der gewünschten Lage des Dreiecks zu ergänzen, 
wodurch das Resultat der Konstruktion eindeutig wird. Da je zwei Dreiecke, die 
man durch verschiedene Lagevorschriften erhält, der Bedingung H" genügen, in der 
die Lage Vorschriften nicht mehr Vorkommen, spielen diese die Rolle von Hilfselemen¬ 
ten beim konstruktiven Beweis der nichteindeutigen BE (9). Die vollständige Lösung 
der Aufgabe (9) sieht demnach so aus: Das Flußdiagramm 


Si 


Pi» • • •» Pe» P?» Ps, P 9 (H'(Pi> ..., p 6 ) a p 7 , p 8 , p 9 nicht kollinear) 

I 


Pa =P? 

gl =L(P?>P s) 

ki = Z(p 7 ; p 5 , p 6 ) 

Pi = S 2 (kx, g x ) 

Pb = *P(P € Pi a p € Strahl(p 7 , p 8 )) 
k 2 = Z(p 6 ; Pi, p 2 ) 
k 3 = Z(p 0 ; p 3 , p 4 ) 

P 2 — S 2 .(k 2 , k 3 ) 

Pc = *p(p € P 2 A p € Halbebene(g!, p 9 )) 

— T 

Pa> P&» Pc 


wird durch die BEE 


‘ A p x ••• p 9 ((H'p!,..., p 6 ) a p 7 , p 8 , p 9 nicht kollinear 
-► V!! PoP6Pc(H"(p!,..., p 6 , Po, p 6 , p c ) a p 6 = p 7 

a p ft € Strahl(p 7 , p 8 ) a p c 6 Halbebene(p 7 , p 8 ; p 9 ))) 

beschrieben, löst demnach die durch die zugehörige BE gegebene Konstruktionsauf¬ 
gabe. Gilt die Wahl dreier nicht kollinearer Punkte p 7 , p 8 , p 9 als zulässige Hilfs- 
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elementoperation, so ist laut (ld) die BE (9) durch Konstruktion mit Hilfselementen 
beweisbar. Das entsprechende uniforme Flußdiagramm hat die Gestalt 

PlJ ♦ • P6 (H (Pi> • • •) Pö)) 

_I_ 

p?> Ps> P# = ep', p", p"' (p'> P"> P'" nicht kollinear) 

I 

I 

Poj Pc 

Es ist klar, daß alle Aufgaben, „irgendwo in der Ebene“ eine Figur mit vorgeschriebe¬ 
nen Maßen zu konstruieren, analog zu behandeln sind. 

Die Definition von X, S) entsteht aus der Definition von £ e {3~ , JT, <f), indem 

man dort X, $) durch X\{ßr > X, $) ersetzt. Es gilt: Verzweigung an Elementen 

von JT, $) (statt nur von £*) führt nicht aus X, S) heraus. Der Beweis 

ist dem Beweis des entsprechenden Satzes in Abschnitt 8.3 analog. 



Abb. 28 


Indem man die jeweiligen Erzeugungsprinzipien kombiniert, erhält man durch 
simultane Definition die Mengen 

X, £) und X, «f), 

X'fi.r, X, <f) und X, £), 

X ah (y, X, i) und X , #). 

Abb. 28 veranschaulicht die Inklusionsbeziehungen im Bereich der BE-Mengen einer 
konstruktiven Teiltheorie. 


12 Schreiber, Konstruktionen 
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8.7. Lösungen von Konstruktionsaufgaben, Äquivalenz von konstruk¬ 
tiven Teiltheorien, Instrumentensätzen und Figuren 

Ist X eine axiomatische Theorie, (X, X, <o) eine konstruktive Teiltheorie von X 
und H eine in der «^"-Sprache formulierte BE: 

(1) A x(H'(x) -» V yH"(x, y)), 

so bezeichnen wir einen Beweis für H 6 X^(X, X, £) als eine elementare, Lösung der 
Konstruktionsaufgabe (X, X, $, H) (vgl. Abschnitt 8.1). Ein solcher Beweis kann ent¬ 
weder durch Angabe eines zyklenfreien uniformen Flußdiagramms über (X, X ,$) 
und Beweis, daß $(*) für alle x mit H'(x) existiert und H"(x, $(*)) genügt, oder 
unter Benutzung der induktiven Definition von X e (X, X, S) geführt werden, indem 
man z. B. zeigt, daß H durch Verkettung oder Verzweigung aus BE Hj, H 2 entsteht, 
von denen schon € X e (X, X, <£) bekannt ist. Auf Grund der Sätze 2 und 3 (Ab¬ 
schnitt 8.2) sind beide Methoden gleichwertig. Ihre Grundzüge sind schon in der 
schulmäßigen Behandlung geometrischer Konstruktionsaufgaben vorgezeichnet: 
Manche Aufgaben werden dadurch gelöst, daß man unmittelbar angibt, in welcher 
Reihenfolge die zulässigen Einzelschritte miteinander zu verknüpfen sind, andere 
dadurch, daß man sie auf bereits gelöste Konstruktionsaufgaben zurückführt. 

Einen Beweis fürH £ X(X, X, $) bezeichnen wir als eine Lösung der Konstruktions- 
auf gäbe (X, X, £, H). Er kann nach Abschnitt 8.4 entweder durch Angabe eines (im 
allgemeinen nicht zyklenfreien) uniformen Flußdiagramms % über (X, X,&) und den 
Nachweis, daß 0r(ac) für alle* mit H'(x) existiert und H"{x, $(*)) erfüllt, oder durch 
Benutzung der induktiven Definition vonX(X,X,S > ) geführt werden. X e (X,X, $) 
£ X(X, X, <f) bedeutet: Jede elementare Lösung der Konstruktionsaufgabe 
(X, Xy S’y H) ist eine Lösung dieser Aufgabe. Einen Beweis für H £ X a {e) (X, X, $) 
bezeichnen wir als eine ( elementare) Lösung mit konstruktiver Auswahl, einen Beweis für 
H £ X h (6) (X, X,£) als eine (elementare) Lösunng mit Hilfselementeny einen Beweis für 
H £ X°£(X, X, $) als eine (elementare) Lösung mit konstruktiver Auswahl und 
Hilfselementen . 

Zwei konstruktive Teiltheorien (X, X x , $ x ), (X, X 2 , <f 2 ) der gleichen Rahmen¬ 
theorie ^“heißen elementar äquivalent (symbolisch : (X, X x , S’i) — (X,X 2 , $ 2 )\, wenn 

& 

X e (X, X x , <!>i) = X 6 (X, X 2 , $ 2 ) ist. Entsprechend heißen (X, X x , £ x ) und 
(Xy X 2 , <f 2 ) äquivalent, (elementar) a-äquivalent bzw. h-äquivalent bzw. ah-äquivalent 

^symbolisch k, k, jgj, wenn X(X,X x , £ x ) = X(X,X 2 , ^bzw.X^XyXu^) 

= Xf e) (X, X 2 , & 2 ) usw. Ferner heißen (X, X x , #j)und (X, X 2 , $ 2 ) stark äquivalent, 
wenn alle oben definierten Äquivalenzen bestehen. 

Die so definierten Äquivalenzrelationen im Bereich der konstruktiven Teiltheorien 
einer gemeinsamen Rahmentheorie X sind vom Standpunkt einer allgemeinen Theorie 
der konstruktiven Teiltheorien naheliegend und bewähren sich u. a. beim Studium 
der Äquivalenz von Grundoperationen in der Theorie der rekursiven (Wort-)Funk- 
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tionen. Sie sind jedoch für die Wertung der vorliegenden Einzelresultate der klassi¬ 
schen Theorie der geometrischen Konstruktionen von geringem Nutzen, da kaum 
zwei der von dieser Theorie bisher untersuchten Instrumentensätze (nach sinnvoller 
Ergänzung durch Systeme von zulässigen Prüfrelationen) in einer der genannten 
Äquivalenzrelationen stehen. Vielmehr sagen die meisten klassischen Sätze (Mohr- 
Mascheroni, Poncelet-Steiner, Adler usw.) bei genauer Formulierung nur unter 
komplizierten Zusatzvoraussetzungen etwas über die Gleichwertigkeit von Instru¬ 
mentensätzen aus. Dabei kann man folgende Fälle unterscheiden: 

a) Zu jeder Operation bzw. Hilfsoperation aus X x existiert ein diese Operation dar¬ 
stellendes Geradeausprogramm mit Arbeitsknoten aus X 2 und umgekehrt. Dann ist 

x x , g) = x h e (sr, x 2 , g) und x\sr, x x , g) = x\sr, x 2 , g) 

für jedes System g von Prüfrelationen, insbesondere für g = 0. Im Fall a) nennen 
wir die Instrumentensätze X x und X 2 unbedingt äquivalent. 

b) Es gibt Systeme g x , g 2 von Prüfrelationen, so daß 

X a \^, X x ,g x ) = X ah (F, X 2 ,g 2 ) oder X? («T, X x ,g x ) = Xf{X,X 2 ,g 2 ) 

ist. Im ersten Fall nennen wir X x undX 2 äquivalent, im zweiten Fall elementar äquiva¬ 
lent. Natürlich ist eine Aufspaltung in weitere Fälle nach dem Muster der. Äquivalenz 
von konstruktiven Teiltheorien möglich, je nachdem, ob sogar für gewisse g lf g 2 

x a {x, x v g t ) = x a {gr, x 2 , g 2 ) 

güt usw. Von wirklicher Bedeutung im Bereich der Geometrie dürfte jedoch nur die 
Unterscheidung von elementarer und nichtelementarer Äquivalenz sein. Äquivalenz 
zweier Instrumentensätze X x ,X 2 ist dadurch nachzuweisen, daß man zu jedem 
Mement von X x ein die entsprechende Operation oder Hilfsoperation darstellendes 
uniformes Flußdiagramm mit Arbeitsknoten aus X 2 angibt und umgekehrt. (Der 
Nachweis elementarer Äquivalenz erfordert schärfer die Angabe entsprechender 
zyklenfreier Flußdiagramme.) Ist dabei g x das endliche System der insgesamt zur 
Darstellung von X 2 benutzten Prüfrelationen und g 2 das System der insgesamt zur 
Darstellung von X x benutzten Prüfrelationen, so ist im allgemeinen noch nicht 
Xf£(X, X x , g x ) = X(g } (<f“, X 2 , g 2 ), da nicht notwendig jede Prüfrelation aus g x 
durch ein uniformes Flußdiagramm über (X 2 , g 2 ) darstellbar ist (bzw. umgekehrt). 
Es ist aber dann trivialerweise 

X%(X, X x , g x u g 2 ) = JiT 2 , g x u g 2 ), 

d. h., X x und X 2 sind (elementar) äquivalent. 

c) In der klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen tritt häufig der 
Fall auf, daß zwei Instrumentensätze nur bezüglich der Konstruierbarkeit einer oder 
mehrerer Sorten von Grunddingen äquivalent sind. Der Satz von Mohr-Mascheroni 
z. B., der in der üblichen nachlässigen Formulierung behauptet, daß alle mit Zirkel 
und Lineal lösbaren Konstruktionsaufgaben schon mit dem Zirkel allein lösbar sind, 


12 * 
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kann nur so zu verstehen sein, daß alle aus gegebenen Stücken mit Zirkel und Lineal 
konstruierbaren Punkte und Kreise auch ohne Verwendung des Lineals erhalten 
werden können, da es unmöglich ist, mit dem Zirkel Geraden zu konstruieren. Auf¬ 
gaben, bei denen primär eine Gerade gesucht ist, sind in diesem Zusammenhang so 
umzuformulieren, daß zwei Punkte dieser Geraden gesucht werden. Der Satz von 
Mohr-Mascheroni (und einige analoge Sätze) lassen sich auf Grund der Tatsache 
beweisen, daß der Instrumentensatz (L, Z, S x , S 2 , S 3 ) folgende Eigenschaft hat: 

(2) Jedes uniforme Flußdiagramm mit Arbeitsknoten aus (L, Z, S x , S 2 , S 3 ), 
das als Resultat keine Geraden (keine Kreise, allgemein: nur Dinge der 
Sorten Xj,..., x /( ) liefert, ist aus endlich vielen Flußdiagrammen §fi,2f» 
mit der gleichen Eigenschaft erzeugbar. 

Nimmt man die den Flußdiagrammen $ lf ..., entsprechenden Operationen als 
neuen Instrumentensatz, paßt man also die logische Analyse des betrachteten Instru¬ 
mentensatzes gewissermaßen dem zu beweisenden Satz an (vgl. die Definition der 
Kreuzoperation K in Abschnitt 7.2), so hat man die Betrachtung von Geraden (all¬ 
gemein: Dingen der Sorten x* +1 ,...) eliminiert und den Fall c) auf den allgemeinen 
Fall zurückgeführt. Es lassen sich jedoch leicht Beispiele (nicht notwendig geometri¬ 
scher Art) konstruieren, in denen die für die Anwendung dieser Beweismethode nötige 
Voraussetzung (2) nicht erfüllt ist. 

d) In vielen Sätzen der klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen 
wird die Gleichwertigkeit von Instrumentensätzen nur unter der Voraussetzung be¬ 
hauptet, daß die gegebenen Stücke gewisse Bedingungen erfüllen: Ist H(z) ein Aus¬ 
druck der betrachteten Sprache so sei, die Menge derjenigen BE A x(H'(x) 

V yH"(x, y)), aus deren Voraussetzung H'(x) in H(z) folgt, d. h. für die z ^ x 
und A x(H' (x) -> H(z)) € gilt. (^“, JT 1} & x ) und (ST, jT 2 , <f 2 ) heißen (bezügli^kr 
H(z)) bedingt ( elementar) äquivalent , wenn 

JTSltr. <?,) n 

— ^ 2> $ 2 ) U 

Die Übertragung der so definierten bedingten Äquivalenz von konstruktiven Teü- 
theorien auf Instrumentensätze kann nun nach dem Muster von a) oder b) erfolgen. 

Wir zeigen an einem Beispiel, wie der Begriff der bedingten Äquivalenz aus der 
Formulierung entsprechender Sätze eliminiert werden kann, wobei sich allerdings 
deren Sinn geringfügig ändert. 

Satz von Poncelet-Steiner. Befinden sich unter den gegebenen Stücken ein Kreis 
und sein Mittelpunkt, so sind alle mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte und 
Geraden schon mit dem Lineal allein konstruierbar. 

Mit anderen Worten: Die Instrumentensätze (L, Z, Sj, S 2 , S 3 ) und (L, Si, S 2 , S^ 1 ) 
sind bezüglich der Konstruierbarkeit von Punkten und Geraden bedingt äquivalent. 

x ) Dabei wird S 3 höchstens benutzt, um die Schnittpunkte gegebener Kreise zu bestimmen. 
Sieht man solche Punkte als von vornherein gegeben an, so ist die bedingte Äquivalenz von 
(L, Z, S x , S 2 , S 3 ) und (L, S x , S 2 ) behauptet. 
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Führt man in die Sprache Konstanten k 0 , p 0 zur Bezeichnung des gegebenen Kreises 
und seines Mittelpunktes ein und ergänzt die benutzten Axiome (der platonischen 
Ebenen) durch das Axiom p 0 = M(k 0 ), so werden folgende Operationen definierbar: 

S*(g) := S 2 (k 0 , g), falls g schneidet k 0 , 

L*(p) := L(p, p 0 ), falls p 4= p 0 . 

Bei den Poncelet-Steinerschen Konstruktionen mit dem Lineal allein unter Be¬ 
nutzung von k 0 und p 0 wird S 2 nur benutzt, um gegebene oder schon konstruierte 
Geraden mit k 0 zu schneiden, kann also durch S| ersetzt werden. Ersetzt man 
ferner in den Konstruktionen jeden Arbeitsknoten der Form p; = L(p ; -, p 0 ) durch 
Pi = L *(P/)> so wird durch das Axiom p 0 = M(k 0 ) gesichert, daß sich die Konstruk¬ 
tionen nicht ändern. Demnach kann man dem Satz von Poncelet-Steiner folgende 
Form geben: 

In einer platonischen Ebene mit p Q , k 0 , in der p 0 = M(k 0 ) gilt, sind alle aus gegebenen 
Punkten und Geraden mit Zirkel und Lineal (d. h. mit (L, Z, S l3 S 2 , S 3 )) konstruier¬ 
baren Punkte und Geraden auch mit dem Instrumentensatz (. L , L*, S 1} S 2 , S 3 ) kon¬ 
struierbar. 

In Wahrheit ist der ursprüngliche Satz von Poncelet-Steiner nur noch ein 
Spezialfall des neuen Satzes: Sind (eventuell zusätzlich zu den Ausgangsstücken der 
betrachteten Aufgabe) ein Kreis k 0 und sein Mittelpunkt p 0 gegeben, so sind die 
Operationen L* und /S* mittels eines gewöhnlichen (idealen) Lineals realisierbar, 
d. h., k 0 und p 0 werden primär nicht als gegebene Stücke, sondern als Bestandteil der 
Realisierung der abstrakten Instrumente aufgefaßt. Der neue Satz umfaßt aber auch 
alle Möglichkeiten, die Operationen A* und S* zu realisieren, ohne daß ein Kreis ge¬ 
zeichnet vorliegt. Hierunter fallen insbesondere — wie in Abschnitt 13.1 ausgeführt 
werden wird — die Sätze von Adler, wonach alle mit Zirkel und Lineal konstruier¬ 
baren Punkte und Geraden auch mit dem normierten oder dem Parallel- oder dem 
Winkellineal allein konstruiert werden können. 

Übrigens sind die Instrumentensätze (L, Z, Sj, S 2 , S 3 ) und (L, L*, Sj, SJ, S 3 ) nicht 
etwa äquivalent. L* und S 2 sind durch die in ihre Definition eingehenden Konstanten 
beschränkte Instrumente, bei deren Verwendung in der Regel die Konstanten die 
konstruierbaren Stücke beeinflussen (vgl. die Abschnitte 7.2 und 9.3). Sind z. B. 
Pi, p 2 gegeben, so daß p 0 , p lf p 2 nicht kollinear sind und p 0 mit Zirkel und Lineal 
nicht aus p x , p 2 konstruierbar ist, so ist aber p 0 = S 1 (L*(p 1 ), L*(p 2 )). 

Im Bereich der geometrischen Anwendungen der Theorie der konstruktiven Teil¬ 
theorien werden wir ein Paar der Form (x, H'(x)) eine Figur nennen. Zeichnet man 
zur Veranschaulichung der Voraussetzungen einer Konstruktionsaufgabe eine „Figur“ 
im umgangssprachlichen Sinn, so sollen die gezeichneten Stücke®, die die gegebenen 
Stücke modellieren, die Voraussetzungen H'(x) der betrachteten Konstruktionsauf¬ 
gabe erfüllen, jedoch möglichst keine weiteren Eigenschaften haben, da sonst die 
Gefahr besteht, daß man auch diese unbewußt zur Lösung der Konstruktionsaufgabe 
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heranzieht. Unsere Definition des Begriffs Figur ist also der Inbegriff dessen, was 
mit „Figuren“ bezweckt, jedoch nie streng erreicht wird. 

Es sei x = x 1 ••• x n . Die Figur (x, H'(x)) heißt bezüglich (3T, jf, <f) {elementar) ab¬ 
geschlossen, wenn für jedes H"(x, y) mit der Eigenschaft A x (H'(x) -> V yH"(x, y)) 
€ {ST, JT, <f) für gewisse i l3 ..., i m ^ n in gilt: 

A xy(H'(x) a H"(x, y) y = x k ,..., x im ). 

Analog ist (elementare) a-, h-, ah-Abgeschlossenheit zu definieren. Offenbar folgt 
aus der ah-Abgeschlossenheit einer Figur jede andere Art von Abgeschlossenheit 
dieser Figur. Zu Beginn von Abschnitt 8.6 wurden Beispiele von Figuren genannt, 
die bezüglich Zirkel und Lineal a-abgeschlossen, also erst recht abgeschlossen und 
elementar abgeschlossen sind. Das in Abschnitt 8.6 behandelte Beispiel einer Kon¬ 
struktion mit Hilfselementen bedeutet jetzt: Die Figur (g l5 p 3 , p 3 (£ gj) ist bezüglich 
der dort genannten konstruktiven Teiltheorie der Theorie der platonischen Ebenen 
nicht elementar ah-abgeschlossen, also erst recht nicht ah-abgeschlossen. 

Es sei A x(H'(x) V!!yH"(x, y)) € . Bezüglich einer konstruktiven Teiltheorie 

{3~, Jf, <§) heißt «yH“(x, y) aus der Figur (x, H'(x)) konstruierbar {elementar konstruierbar, 
mit Hilfselementen konstruierbar usw.), wenn A x(H'(x)-^ V yH"(x,y)) € X{2T, X, $), 
d. h. wenn aus x mit H'(a?) iyH!'{x, y) durch ein uniformes Flußdiagramm über 
{ZT, JT, S) erhalten werden kann. Aus der Definition folgt unmittelbar, daß aus einer 
abgeschlossenen Figur (x, H'(x)) nichts außer den Komponenten von x konstruierbar 
ist. Daß die Umkehrung nicht gilt, zeigt das in Abschnitt 8.6. behandelte Beispiel der 
Konstruktion einer zu g x senkrechten Geraden aus g t allein unter Benutzung von 
Hilfselementen. Sie bedeutet, daß die Figur (g t , gj = gi) nicht h-abgeschlossen ist. 
Aus einer einzelnen Geraden g l ist jedoch selbst bei Zulassung beliebiger Hilfsopera¬ 
tionen mit keinem Instrumentensatz außer g x etwas konstruierbar, da in der euklidi¬ 
schen Geometrie keine einstellige Geradenoperation außer der identischen Abbildung 
definierbar ist. 
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9.1. Algebraische Konstruktionsaufgaben 

Die im vorigen Kapitel dargelegte Theorie der konstruktiven Teiltheorien versetzt 
uns in die Lage, einige in Abschnitt 4.4 zwangsläufig etwas unbefriedigend gebliebene 
Ausführungen zu präzisieren. Gleichzeitig bildet der Inhalt dieses Abschnitts ein 
Beispiel für außergeometrische Anwendungen der Theorie der konstruktiven Teil¬ 
theorien. 

Es sei eine Sprache, deren Basis mindestens die zweistelligen Operations¬ 
symbole + und • und die Konstantensymbole 0 und 1 enthält (außerdem eventuell 
weitere Operationssymbole, Relationssymbole wie ^ usw.). & sei eine in formu¬ 
lierte Theorie, die mindestens die Körperaxiome umfaßt, außerdem eventuell Axiome 
angeordneter Körper, Axiome über Charakteristik, Archimedisches Axiom, Stetig¬ 
keitsaxiom usw. In 3F gelten u. a. folgende BEE: 

(1) A XjX 2 Vüyxj + x 2 = y, 

(2) A XjX 2 Vüyx 1 + y = x 2) 

(3) A XjX 2 V!! y Xj • x 2 = y, 

(4) A x 1 x 2 (x 1 ^O-^-VüyXi-y^ x 2 ). 

(1) bzw. (3) sagen aus, daß die zu den Grundbegriffen gehörigen Operationen Addi¬ 
tion (-}-) bzw. Multiplikation (•) volle Operationen sind. Auf der Grundlage von (2) 
bzw. (4) werden die beiden anderen „Grundrechenarten“ definitorisch eingeführt: 

Für beliebige x lt x 2 sei x 2 — x t := ij x x + y = x 2 , 
für beliebige x x ,x 2 sei — := ty Xj • y = x 2 , falls Xj 4= 0. 
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Die vier in jedem Körper definierbaren Operationen Addition, Subtraktion, Multi¬ 
plikation und Division bilden demnach einen „algebraischen abstrakten Instrumen¬ 
tensatz“, analog zu den in Abschnitt 7.2 betrachteten geometrischen Instrumenten¬ 
sätzen. 

Ist JT = {(1), (2), (3), (4)}, so ist (^, Jf, 0) eine konstruktive Teiltheorie von 
Ihre Betrachtung bedeutet, daß die Ausführung der vier Grundrechenarten in ge¬ 
wissen Modellen von 3T als effektiv durchführbar gilt. Insbesondere bedeutet effek¬ 
tive Durchführbarkeit der vier Grundrechenarten im Koordinatenkörper einer ge¬ 
wissen Ebene, daß man über Instrumente verfügt, mit denen die geometrisch defi¬ 
nierten Streckenoperationen „exakt“ ausgeführt werden können. Aber z. B. auch in 
dem aus unendlichen Dezimalbrüchen (d. h. abzahlbaren Ziffernfolgen) bestehenden 
Modell des Körpers R der reellen Zahlen ist die Möglichkeit, die Grundrechenarten 
exakt zu definieren, nicht gleichbedeutend mit deren effektiver Ausführbarkeit und 
diese gar nicht selbstverständlich. 

Als Beispiele von Konstruktionsaufgaben bezüglich des durch gegebenen ab¬ 
strakten Instrumentensatzes betrachten wir JT, $, H n ), wobei wir & zunächst 

offen lassen und H„ für n = 1, 2, 3,... folgende BE ist: 

A b! ••• b Ä a n ••• a ln ••• a nl ••• a nw (Det(a iJk ) 4= 0-* V Xj x„ 

( a n x i + *•* + a i» x » — bj a ••• a a Bl Xj + ••• + a nn x tt = b„)), 

d. h., es ist die Lösbarkeit eines beliebigen linearen Gleichungssystems mit n Glei¬ 
chungen und n Unbekannten unter der Voraussetzung von 0 verschiedener Deter¬ 
minante in dem Sinne konstruktiv zu beweisen, daß ein uniformes Elußdiagramm 
über , JT, $) angegeben wird, das in Abhängigkeit von den Koeffizienten a t > und 
b ; - eine Lösung liefert. Diese Aufgabe wird bekanntlich durch den Gaußschen Algo¬ 
rithmus gelöst. Ebenso bekannt ist, daß in diesem Algorithmus wiederholt geprüft 
werden muß, ob gewisse im Lauf der Rechnung entstandene neue Koeffizienten von 0 
verschieden sind, d. h., der für festes n zyklenfrei formulierbare Gaußsche Algorithmus 
liefert H„ £ JT e (^, Jf, {x = 0}), jedoch nicht H„ 6 X, 0). Er ist also nur in 

solchen Modellen der Körpertheorie effektiv, in denen für beliebige Elemente entscheid¬ 
bar ist, ob sie gleich 0 sind. Für den Koordinatenkörper einer (Zeichen-)ebene bedeutet 
das die Entscheidbarkeit, ob zwei beliebige Punkte gleich sind oder nicht. 

Wir setzen nun voraus, daß mindestens die Axiome eines angeordneten Körpers 
umfaßt und daß in ST die BEE 

(5) A x(# 0 -> V!! y(y 0 a y 2 = x)) 

gilt. Auf dieser Grundlage kann dann die partielle Operation j/ durch 
j/x := ty(y ^0,Ay 2 = x), falls x :> 0, 
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definiert werden. Ist X = {(1),..., (5)}, g = {x = 0} und H die BE 

A p q(p 2 > 4q-> V x lX2 (x 2 -f p Xl -f q = 0 a x| + px 2 + q = 0 a x 2 < Xl )), 
so ist die Konstruktionsaufgabe jT, g, H) durch elementare Konstruktion lös¬ 
bar, d. h. H 6 JT, Crif, g). Die Lösungsformel x^ = — i Vf- q ist nämlich 
nichts anderes als eine Kurzfassung eines uniformen Flußdiagramms über (ST, jf', g ): 


P, q (P 2 > 4q) 



Das Resultat ist freilich „interessant“ nur für solche Modelle von i n denen die 
Operation ]/“im gleichen Maße effektiv ist wie die vier Grundrechenarten. Dies ist 
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z. B. bei einer Interpretation der Körperelemente durch Streckenlängen einer (als 
platonisch vorausgesetzten) Zeichenebene der Fall, da man mit Zirkel und Lineal 

dort alle fünf notwendigen Grundoperationen ausführen kann. Die Aufnahme von ]/ 
in den abstrakten Instrumentensatz kann aber auch dadurch motiviert sein, daß man 
als reales Konstruktionsinstrument eine als hinreichend genau angesehene numerische 


Tabelle für ]/# zur Verfügung hat. Ist dies nicht der Fall, muß man also zur Berech- 

/p2 

nung von 1/ — q Näherungsverfahren anwenden, könnte man diese gleich auf die 


zu lösende Gleichung ansetzen, und der Nutzen des Lösungsalgorithmus (6) wird in 
Frage gestellt. 

Ist nun die kategorische Theorie der komplexen Zahlen, so güt für n ^ 2, daß 
es zu x 4= 0 genau n verschiedene y mit y n = x gibt. Da von diesen kein Wert vor 
den anderen ausgezeichnet ist, ist es sinnvoll, die Sprache der Theorie der komplexen 
Zahlen durch Variablen X* für endliche-Mengen von komplexen Zahlen zu bereichern 
und (analog zur logischen Analyse mehrdeutiger geometrischer Konstruktions¬ 
instrumente S 2 , S 3 , Pl^ usw.) auf Grund der in gültigen BEE 


(7n) AxV!!XAy(y6X^y» = x) (n = 2, 3, 4,...) 


n /— n i — 

y durch y x := {y :y K = x} zu definieren. Ist 

= {(1),(5), (7, 2),.... (7,»)} (n > 2), 

# i 

so kann nun nach dem Muster von (6) jedes Radikal als Kurzfassung eines gewissen 
zyklenfreien uniformen Flußdiagramms über einer konstruktiven Teütheorie (^, jT n , 
{x = 0}) gedeutet werden, und alle Sätze der klassischen Algebra über die Auflösbar¬ 
keit gewisser Typen von Gleichungen durch Radikale bestimmter Bauart lassen sich 
als Lösungen algebraischer Konstruktionsaufgaben interpretieren. Zum Beispiel be¬ 
deutet der Satz von Cabdajsto (die sämtlichen Lösungen der Gleichung x 3 + px 
-f- q = 0 befinden sich unter den maximal neun Werten des kubischen Radikals (6) 
aus Abschnitt 4.4) aus der Sicht algebraischer Konstruktionsaufgaben 

A pq V X A x(x e Xx 3 + px -f q = 0) 6 {(!)>..., (4), (7,2), (7,3)}, {x = 0}). 

Es kann nämlich zunächst die durch das Radikal (6) aus Abschnitt 4.4 dargestellte 
Menge Y von komplexen Zahlen durch ein Flußdiagramm nach Art von (6) aus p, q 
erhalten werden. Da aus x, p, q stets x z + px -{- q konstruierbar ist, ist mit x == 0? 
auch x 3 -f- px -f- q = 0? eine entscheidbare Prüfung. Das bedeutet aber, daß man 
die Lösungen der kanonischen Gleichung dritten Grades durch eine konstruktive 
Auswahl aus der Menge Y erhält. Da die allgemeine Gleichung dritten Grades durch 
eine lineare Substitution auf die kanonische Form gebracht werden kann, die Koeffi¬ 
zienten p, q der zu x 3 4* a 2 x 2 + %x -}- a 0 = 0 gleichwertigen kanonischen Gleichung 
also durch Anwendung der vier Grundrechenarten aus a 0 , a 1} a 2 berechnet werden 
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können, bedeutet der Satz von Cardano zugleich die Lösung der Konstruktionsauf¬ 
gabe 

(r, {(1),..., (4), (7,2), (7, 3)}, {x = 0}, 

A a 0 a 1 a 2 V X A x(x £ X x^ -j- a 2 x^ -f- ajX -f* ao =; 0)j 

durch elementare Konstruktion mit konstruktiver Auswahl. Das Lösungsradikal 
kann ohne weiteres für diesen Fall umgeschrieben werden, wird dann aber wesentlich 
unübersichtlicher. Allgemein bedeuten die in Abschnitt 4.4 eingeführten Begriffe 
Lösung bzw. starke Lösung der Gleichung F(x) = 0 durch Radikale einen bezüglich 
{ß'y JT n , $) konstruktiven Beweis der BE 

A a x ••• a^H'fo,..., a m ) -► VxF(x) = 0) 

bzw. 

A aj ••• a^H^aj,..., & m ) V X A x(x 6 X ++ F(x) = 0)). 

Dabei sind a l5 ..., a OT die sämtlichen in F(x) vorkommenden Konstanten, und H' ist 
die Bedingung, unter der die Lösbarkeit durch ein Radikal behauptet wird. 

Lösungen von Gleichungen durch Radikale sind wieder nur für solche Modelle von 
S' von Bedeutung, in denen die benutzten Grundoperationen wirklich konstruktiv 
und die benutzten Prüfprädikate entscheidbar sind. Das relativ geringe Interesse, 
das man im Zeitalter der elektronischen Rechentechnik den Lösungsmethoden der 
klassischen Algebra entgegenbringt, ist vielleicht aus der Sicht zu verstehen, daß vom 
Standpunkt der Näherungsmethoden die unmittelbare Lösung einer beliebigen 
Gleichung n- ten Grades kein prinzipiell anderes oder schwierigeres Problem als die 
näherungsweise Berechnung n- ter Wurzeln ist. Renaissance-Mathematiker wie 
Cardano, Ferrari u. a. sind aber davon ausgegangen, daß man bereits seit dem 
Altertum exakte geometrische Methoden kannte, Quadrat- und Kubikwurzeln aus 
durch Strecken gegebenen Größen zu ziehen. Das alte Problem der Lösung von 
Gleichungen durch Radikale (oder sonstige „geschlossene Ausdrücke“ bzw. „For¬ 
meln“) klingt plötzlich sehr modern, wenn man es so formuliert: Welche algebraischen 
Gleichungen kann man effektiv lösen unter der Voraussetzung, daß man gewisse 
spezielle, Gleichungen (x w = a, a + x = b, a • x = b) effektiv lösen kann? Die 
Analogie zu den typischen Fragestellungen der Theorie der geometrischen Konstruk¬ 
tionen scheint nie bemerkt worden zu sein. Während man in der Geometrie schon im 
Altertum neben Zirkel und Lineal andere Instrumente betrachtete, ist die Algebra 
nicht über ihren aus den vier Grundrechenarten und den Wurzeln bestehenden 
„klassischen Instrumentensatz“ hinausgekommen. Der Vergleich mit der Theorie 
der geometrischen Konstruktionen legt jedoch die Frage nahe, ob die negative Aus¬ 
sage des Satzes von Abel vielleicht vom speziellen Instrumentensatz abhängt, d. h. 
ob man vielleicht für festes n ^ 5 die Lösung der allgemeinen Gleichung n- ten Grades 
in analoger Weise auf die Lösung gewisser spezieller Gleichungen zurückführen kann, 
wie dies für n = 2, 3, 4 durch die Lösungen von Vieta, Cardano und Ferrari ge¬ 
schieht. 



188 


Teil II. Allgemeine Theorie 


9.2. Geometrische Ausführung der vier Grundrechenarten und der 
Wurzeloperationen 

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der Präzisierung der in der Schule üblichen Ver¬ 
fahren, mit Zirkel und Lineal die vier Grundrechenarten und das Quadratwurzel¬ 
ziehen an durch Strecken gegebenen (Körper-)größen auszuführen. 

a) Addition und Subtraktion. Nach Fixierung einer Geraden g und eines Null¬ 
punktes Po € g können wir die Größen a, b durch p 0 £ g bzw. p b £ g vorgeben. Ge¬ 
sucht sind p a+b £ g und p a _ ft £ g. Man bemerke, daß es für die Addition und 
Subtraktion gerichteter Strecken auf g nicht nötig ist, eine Halbgerade (bezüg¬ 
lich p 0 ) als positiv auszuzeichnen. Da die uniformen Flußdiagramme zur Konstruk¬ 
tion von p a+b bzw. p a - b sich erst im letzten Schritt unterscheiden, fassen wir sie der 
Kürze halber zusammen: 



Pa+b 

Pa-b 


Die durch diese Flußdiagramme definierten Operationen bezeichnen wir im folgenden 
als Addition bzw. Substraktion, d. h. 

Pa+b = Add.(g, Po, Pa, Pb), Pa-b = Sub.(g, Po, Pa, Pb)- 

Das im letzten Schritt bei der konstruktiven Auswahl benutzte Prüfprädikat 
„P 1 P 2 gleichgerichtet p 3 p 4 “ kann offenbar durch aussagenlogische Verknüpfung auf 
die logisch einfacheren Prädikate „=“ und „zwischen“ zurückgeführt werden. Dies 
ist jedoch vom Standpunkt des praktischen Zeichnens von geringem Interesse, da 
die Entscheidbarkeit aller drei Prädikate etwa gleich problematisch oder unproble¬ 
matisch ist. Eine unverzweigte Lösung der Aufgabe ist ohne Benutzung von Hilfs¬ 
elementen nicht möglich: Da einerseits im allgemeinen p a+b (bzw. p a _b) von p 0 , p 0 und 
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Pb verschieden ist, muß das Flußdiagramm jeder Lösung wenigstens einen mit einer 
Operation belegten Arbeitsknoten enthalten. Da andererseits jedes lösende Fluß¬ 
diagramm auch auf den Fall p a — Pb — Po anwendbar sein muß, auf derartige Ein¬ 
gangsstücke aber keine der Grundoperationen L, Z, S u S 2 > 83 angewendet werden 
kann, muß es stets einen Weg vom Eingang des Flußdiagramms zu einem Ausgang 
geben, der nur Arbeitsknoten mit Belegungen der Form x< — x ; - enthält, d. h., jedes 
die Aufgabe lösende Flußdiagramm muß wenigstens einen Prüfknoten enthalten. 

b) Multiplikation und Division. Als Hilfskonstruktion hierzu verschaffen 
wir uns zunächst ein Flußdiagramm für die durch / 

P(Pi; Pu P 3 ) •= *g(Pi € g a g || L(p 2 , p 3 )), falls p x , p 2 , p 3 nicht kollinear, 
definierte Operation des Parallelenziehens (Abb. 29 a): 



Abb. 29 



Pu Pu P 3 (Pu Pu P 3 nic ht kollinear) 

kl =Z(p 3 ;pi,p 2 ) 

k 2 = Z(p x ; p 2 , p 3 ) 

= S 3 (ki, k 2 ) 

p 4 = tp(p € Pi a p $ Halbebene (p x ; p 3 , p 2 )) 
g = L( Pl , p 4 ) 

I 

g 
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(Diese Lösung ist die einfachste, die auf beliebige nicht kollineare p u p 2 , Pz anwend¬ 
bar ist. Abtragen des Dreiecks ‘Pi'Pz'Pz (wie in Abb. 29b angedeutet) kommt zwar 
auch mit zwei Zirkelanwendungen (insgesamt fünf Arbeitsschritten) aus, versagt 
aber im Fall ^ P\Pz-) 

Nun geben wir eine Konstruktion für die Multiplikation positiver Koordinaten an 
(Abb. 30): 



Vo> Pi> Pa j P&(Po 4= Pi a Po € Strahl(p 0 , p x ) a p 6 € Strahl(p 0 , p x ) 
i A Pa 4= Po A p b 4= Po) 

p ft = «p(p, Po> Pi nicht kollinear) Hilfspunkt! 
g = L(p 0 , Pi) 
g ft = L(p 0 , p A ) 
ki =Z(p 0 ;p 0 ,p 1 ) 

Pi = S 2 (ki, g Ä ) 

Pi = *p(p € Pi a p 6 Halbebene(g, p Ä )) 
k 2 = Z(p 0 ; po, p a ) 

P 2 = S 2 (k 2 , g Ä ) 

Po = qp(p € P 2 a p 6 Halbebene(g, p A )) 
g2 =P(pi;P63Pi') 

Pa&=Sl(g, g 2 ) 

I 

Pab 

Die Begründung dieser Konstruktion wird durch den Strahlensatz geliefert, wonach 

I = Ml = Ml = i 

a PoPa PoPab % 9 
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d. h. x = ab für die Länge x der Strecke p 0 p a b gilt. Aus dem Strahlensatz folgt auch 
die Unabhängigkeit des Resultats von der speziellen Auswahl des Hilfspunktes p h . 


Cb 1 

Durch Verwendung der Proportion — = — findet man eine analoge Konstruktion 

b b 


a 

für den Quotienten positiver Streckenlängen. Die durch die entsprechenden Fluß¬ 
diagramme definierten Operationen bezeichnen wir mit Mult *(p 0 , p x , p 0 , p & )' bzw. 
Div.*(p 0 , pj, p a , p ö ). Der Fall beliebiger Vorzeichen kann nun durch folgende Ver¬ 
zweigung auf den behandelten Spezialfall zurückgeführt werden: 


Po> Pi> Va> Pö (kollinear /s p 0 4= Pi) 



Pa& 
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Die durch dieses Flußdiagramm definierte Operation bezeichnen wir mit Mult. Auf 
analoge Weise erhält man ein Flußdiagramm für die Operation Div., die für koUineare 
Po, Pi, P a > Pb mit p b 4 = po definiert ist. 

c) Für die Konstruktion der Quadratwurzel aus einer positiven Strecke benötigen 
wir als Hilfskonstruktionen die Konstruktion des Mittelpunktes M(p 1} p 2 ) einer durch 
Pi =1= P 2 gegebenen Strecke (Abschnitt 8.1, Beispiel 2) sowie die Konstruktion des 
Lotes Lot(pi, p 2 ) auf einer durch p l} p 2 {p x 4= p 2 ) gegebenen Geraden im Punkt p x . 
Diese sei dem Leser zur Übung überlassen. Unter Benutzung der genannten Unter¬ 
programme geben wir folgende Lösung der Quadratwurzelkonstruktion (Abb. 31): 



Po. Pi> Pa(po H= Pi A Po =f= Pa A p a € Strahl(p 0 , PO) 

g = L(p 0 , Pi) 

P_ a = Sub.(g, Po, Po, Pa) 
p 2 — M(p 1} P-a) 
ki = Z(p 2 ; p 2 , p x ) 
gi =Lot(p 0 ,Px) 

Pi =S 2 (k 1 ,g 1 ) 

k 2 =Z(p 0 ;p 0 , Pi) (Ergibt nur einen Kreis, da beide Elemente von P t 
p 2 _ S 2 (k 2 , g) gleichen Abstand von p 0 haben!) 

Py- = *p(p 6 p 2 A P € Strahl(p 0 , Pi)) 

I 

PVa 

Nach dem Höhensatz für rechtwinklige Dreiecke ist für p 6 P\ stets 
Wrf = P«P 2 = PÖPZ • Ptfh = <*• 

Die durch das obige Flußdiagramm definierte Operation bezeichnen wir dann mit 
Quad.*(p 0 , px, p fl ). 
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Aus a) bis c) folgt 

Satz 1. Sind aus gegebenen Stücken (Punkten, Geraden, Kreisen) mit Zirkel und 
Lineal wenigstens drei nicht kollineare Punkte konstruierbar (insbesondere, wenn drei 
solche Punkte unter den gegebenen Stücken Vorkommen), so ist ein kartesisches Koordi¬ 
natensystem K = (p 0 , p x , p 2 ) konstruierbar, und es sind mindestens diejenigen Punkte 
konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich K durch Quadratwurzelausdrücke aus den 
Koordinaten der gegebenen Punkte dar gestellt werden können. Jede Konstruktion eines 
solchen Punktes erfordert außer dem Instrumentensatz (Z, L, S 1} S 2 , S 3 ) nur die Ent - 
scheidbarkeit der in den Flußdiagrammen dieses Abschnitts vorkommenden Relationen 
und keine Hilfselemente, falls das zugrundegelegte KKS ohne Hilfselemente konstruier¬ 
bar ist. 

Beweis. Unter den Voraussetzungen des Satzes sind die Koordinaten eines ge¬ 
gebenen Punktes p als gerichtete Strecken konstruierbar, indem man die Lote von p 
auf die Achsen fällt bzw. die Lote auf den Achsen in p errichtet, falls p auf einer der 
Achsen liegt. Die hierfür notwendige Entscheidung p € L(p 0 , p x )? bzw. p 6 L(p 0 , p 2 )? 
läßt sich auf die genannten Relationen zurückführen. Ferner sind gerichtete Strecken 
von einer Achse auf die andere übertragbar, indem man die Parallelen durch L(p x , p 2 ) 
zieht oder Kreise um p 0 schlägt. Man kann also wahlweise die x- oder die «/-Achse als 
„Rechengerade“ benutzen und die Koordinaten des zu konstruierenden Punktes nach 
den Anweisungen des beschreibenden Quadratwurzelausdrucks laut a) bis c) kon¬ 
struieren. Dabei kann p 2 als Hilfspunkt für Multiplikation und Division benutzt 
werden, falls die x- Achse als Rechengerade benutzt wird, bzw. p l} falls auf der y- 
Achse gerechnet wird. Danach übertrage man die konstruierte aj-Koordinate auf die 
a;-Achse und die «/-Koordinate auf die «/-Achse, errichte in diesen Punkten die Lote , 
und bestimme deren Schnittpunkt. 

Für die folgenden Konstruktionen benutzen wir eine Gaußsche Zahlenebene, d. h., 
nach Wahl eines KKS K — (p 0 , p x , p 2 ) in einem Modell der euklidischen Ebene wird 
jeder komplexen Zahl z — a -f- bi der Punkt p z der Ebene zugeordnet, der bezüglich 
K die rr-Koordinate a und die ^/-Koordinate b hat. Aus der Definition der vier Grund¬ 
rechenarten im Körper der komplexen Zahlen (vgl. Abschnitt 4.3.) und Satz 1 folgt 
sofort: Die Körperoperationen an komplexen Zahlen sind in jeder Gaußschen Zahlen¬ 
ebene mit Zirkel und Lineal ausführbar. Umrechnung der komplexen Zahlen auf 
Polarkoordinaten 

( d b 

0 ^ oi < 2tz a cos <x — — a sin oc = — 

r r 

ergibt bekanntlich z = r (cos <p + i ♦ sin <p) und für die Multiplikation 

z x • z 2 = r x (cos (p x 4- i ♦ sin q> x ) • r 2 (cos (p 2 -f- i • sin (p 2 ) 

= r x r 2 (cos (<p x -f <p 2 ) + i • sin (<p x -f y 2 )), 


13 Schreiber, Konstruktionen 
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insbesondere 

z n = (r (cos 99 + i • sin 9 ?))” = r n (cos (7199) + i • sin (9199)). 

Demnach ist 

z n = z' = r'(cos 99' -f- ^ • sin 99') 
genau dann, wenn r = ]// und 99' = 92.99, d. h. 

I 

99 = — -f- & —- (& = 0,..., n — 1). 

n n 

Dies liefert n verschiedene bezüglich p 0 radialsymmetrische Punkte der Gaußschen 

Zahlenebene als Lösung der Gleichung z n = z', falls z' 4 = 0, womit der in Abschnitt 4.3 

angekündigte Beweis der Existenz n verschiedener Lösungen erbracht ist. Da der zu 

z =)= 0 gehörige Winkel 9 9(z) = <£ pip 0 p z mit Zirkel und Lineal halbiert werden kann, 

folgt sofort die Konstruierbarkeit der Punkte Pa,- (als Zweiermenge) aus dem 

M* 

Punkt p e mit Zirkel und Lineal. Damit erhalten wir aus den in Abschnitt 9.1 disku¬ 
tierten algebraischen Lösungsalgorithmen: 

Satz 2. Sind die {komplexen) Koeffizienten p, q als Punkte einer Gaußschen Zahlen¬ 
ebene gegeben , so sind die Lösungen der Gleichung z 2 pz q = 0 mit Zirkel und 
Lineal aus p, q und den Grundpunkten p 0 , p lf p 2 des KKS konstruierbar. 

Satz 3. Die Lösungen der allgemeinen Gleichung dritten oder vierten Grades sind aus 
den als Punkte einer Gaußschen Zahlenebene gegebenen Koeffizienten {und den Grund¬ 
punkten des KKS) mit einem Instrumentensatz immer dann konstruierbar , wenn mit 
diesem Instrumentensatz außer den vier Grundrechenarten an gerichteten Strecken und 
Parallelenziehen die dritte Wurzel aus komplexen Zahlen , d. h. die dritte Wurzel aus 
positiven Strecken gezogen werden kann und Winkel sich in drei kongruente Teile teilen 
lassen. 

i 

Wir beschränken uns in diesem Abschnitt darauf, für jede der beiden zur geometri¬ 
schen Konstruktion dritter Wurzeln in Gaußschen Zahlenebenen erforderlichen Kon¬ 
struktionen je eine praktikable Lösung anzugeben. Der Beweis, daß beide Auf¬ 
gaben mit Zirkel und Lineal nicht lösbar sind, folgt in Abschnitt 9.4, eine systema¬ 
tische Behandlung der zur Lösung hinreichenden Konstruktionsmittel in Kapitel 14. 

Da — (<%-[ - k • 90°) = ^ -f- k • 30° für k — 1, 2, 3 und die Winkel von 30°, 60°, 90° 
3 3 

mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind, genügt es, eine Konstruktion zur Drei¬ 
teilung beliebiger spitzer Winkel zu kennen. Die bis heute einfachste und eleganteste 
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Lösung dieser Aufgabe wird Abohimedes zugeschrieben und benutzt die Einschieburig 
zwischen Kreis und Gerade sowie den Zirkel (Abb. 32): 

Po> Si, s 2 (Sj, s 2 Strahlen mit dem Anfang p 0 und <£ s 4 , s 2 < 90°) 

p x = A a (p 0 , s 4 ) (Abtragen der auf dem Einschiebelineal markierten Strecke 
| a auf «j) 

g =L(Po,Pi) 
k = Z(p 0 ; po, p t ) 

p 2 = S 2 (k, s 2 ) (in sinngemäßer Verallgemeinerung von S 2 (k, g). Im kon¬ 
kreten Fall kann der Winkel durch p 0 , p' £ s 1? p" £ s 2 ge¬ 
geben sein. Dann wäre zunächst g" = L(p 0 , p") zu bilden und 
darauf P 2 = S 2 (k, g"), p 2 = tp(p € P 2 a p £ Strahl (p 0 , p")).) 

Y 

p 3 = Eg (p 2 , g, k) (:= *p 3 V p 4 (p 3 € g a p 4 € k a (p 3 , p 4 , p 2 ) a p^ = a). 

Eine solche Lage des Einschiebelineals existiert in der 
,J, euklidischen Ebene immer, da der Abstand zwischen den 

ß = P0P3P2 Schnittpunkten mit g und k bei Drehung um p 2 aus der 
| Lage p 2 p' (vgl. Abb. 32) im Uhrzeigersinn von Null bis +00 

i wächst). 

ß 

Begründung. p 3 p 4 = p^pl — p 0 p 2 = a, daher 
ß = < PoPzP* = < PzPoPi, daher <£ p 0 PiP 2 = •£ P 0 P 2 P 4 = %ß, daher 
2R — <£ PiPoPi = 4/5, daher s l} s 2 = 3/5. 



Abb. 32 


Für die Konstruktion der dritten Wurzel aus einer durch eine Strecke gegebenen 
positiven reellen Zahl ist eine gleich einfache Lösung bis heute nicht bekannt. Aus 
der Akademie des Platon stammt die vielleicht durchsichtigste Methode, bei der 
zwei bewegliche rechte Winkel als Konstruktionsinstrumente benutzt werden 


13* 
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(Abb. 33): Mit rechten Winkeln bei p 0 , p x und p 2 ist wegen Ähnlichkeit der Dreiecke 

(t b c b ^ ! cl 

immer — = — = —, d. h. c 2 = bd und b 2 = ac, daraus folgt b 3 d = c 3 a, also — = 1/—. 
b c d . c yd 

Ist a durch p 0 p auf g 2 und die Einheitsstrecke auf g 1 durch p 0 p' vorgegeben, so bewege 

man die Instrumente I und II so, daß I durch p, die Spitze von I (p x ) auf g x und die 



Spitze von II (p 2 ) auf g 2 gleitet, bis die freie Kante von II durch den Endpunkt p' der 

3 ._ 5 3 -- 

Einheitsstrecke geht, also d — 1 wird. Dann ist \a = —, d. h., \ a kann mit Zirkel 

c 

und Lineal aus den gefundenen Strecken b, c konstruiert werden. Die logische 
Analyse des beschriebenen Gebrauchs der beiden Rechtwinkellineale ergibt das durch 
folgende BEE festgelegte abstrakte Instrument: 

A glg2PP'(gl ± g 2 a p € g 2 a p $ g t a p' € gi a p' $ g 2 

-► V!! p x p 2 (Pi e gl A p 2 6 g 2 A L PP 1 P 2 A L PiPaP'))- 
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9.3. Algebraische Analyse geometrischer Konstruktionsinstrumente 


Die bisher betrachteten Koordinatensysteme (AKS, PKS, KKS) ordnen sich folgen¬ 
dem Begriff unter: Ein Punktkoordinatensystem K ist eine in einer axiomatischen 
Geometrie definierbare eineindeutige Abbildung, die in jedem Modell von 3 T jedem 
Punkt p ein w-Tupel von in SP definierbaren „algebraischen Objekten“ zuordnet. 
Dabei kann n von p abhängen. Wir schreiben K(p) = (K x (p ),..., K n{p) {p)} und 
nennen Ki(p) die i-te Koordinate von p bezüglich K [i = 1,..., n(p)}. Die etwas un¬ 
präzise Formulierung „algebraische Objekte“ soll ausdrücken, daß die Koordinaten 
der Punkte bezüglich gewisser in ST definierbarer Operationen einen Körper, Ring, 
Vektorraum, eine Gruppe oder eine ähnlich gut bekannte algebraische Struktur 
bilden sollen. Bei häufig verwendeten Koordinatensystemen für euklidische Ebenen 
sind die Koordinaten meist Elemente des Koordinatenkörpers (d. h. gerichtete 
Streckenlängen) oder orientierte Winkel. Die Streckenlängen bilden — wie gezeigt — 
bezüglich geometrisch definierbarer Operationen einen Körper, die Winkel bezüglich 
Addition eine Gruppe. Als weitere Beispiele für Punktkoordinatensysteme führen 
wir die ebenen Polar- und Bipolarkoordinatensysteme an. 


Ebene Polarkoordinaten. In einer beliebigen euklidischen Ebene sei nach 
Fixierung einer gerichteten Einheitsstrecke p Q P\ und eines (etwa durch einen zu 
p 0 , Pi nicht kollinearen Punkt) gegebenen Drehsinnes d 


X»*JP) * 


| {PoP> ^ PiPoP), Ms p 4= p 0 , 
\ (0, 0), falls p = Pq. 


K p p 6 ist eine eineindeutige Abbildung von der Menge der Punkte auf die Menge 
(K + xW) u {(0, 0)}, wo K + die Menge der positiven Elemente des Koordinatenkörpers, 
W die Menge der orientierten Winkel <x (0 ^ <x < 4 B) und 0 das jeweilige Nullelement 
bezeichnet. Das Prinzip der Polarkoordinaten läßt sich auf nichteuklidische (hyper¬ 
bolische) Ebenen übertragen, in denen KKS nicht benutzt werden können. 


Ebene Bipolarkoordinaten. In einer beliebigen platonischen Ebene sei nach 
Fixierung dreier nicht kollinearer Punkte p u p 2 , p 3 


{ (PPu PPi> 1)> M s P € Halbebene(p l , p 2 ;p 3 ) oder p 6 L{p x ,p 2 ), 
iPPi> PP 2 ’ 0) sonst. 


Bezeichnen wir mit r 0 den Abstand p x p 2 , so ist K pi Pt Pa eine eineindeutige Abbildung 
der Menge aller Punkte auf die Menge 


{(^ 1 ,^ 2 , e): e € {0,1} a r t ,r 2 e K + a r 0 < r t + r 2 a r x < r 0 + r 2 a r 2 < r 0 4-^} 
u {(n> r 2 , 1): r u r 2 (= K + u {0} a (r 0 = r x + r 2 v r x = r 0 + r 2 v r 2 = r 0 + r x )} 


Die bei den Bipolarkoordinaten als dritte Komponente auftretenden 0,1 sind alge¬ 
braisch strukturiert durch ihre Auffassung als Wahrheitswerte, d. h. durch Boolesche 
Verknüpfungen. 
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Wir verallgemeinern nun den Begriff des Punktkoordinatensystems wie folgt: 
Sind x, y,..., z Sorten von Grund- oder definierbaren Objekten der axiomatischen 
Geometrie ^, so heiße eine in ST definierbare eineindeutige Abbildung, die jedem x-, 
y-,..z-Ding Koordinaten im gleichen Sinne wie oben für Punkte erklärt zuordnet, 
ein x-y.z -Koordinatensystem. 

Beispiele. 

1. Geradenkoordinaten bezüglich AKS. Nach Wahl eines AKS K in einer affinen 
Ebene seien x{p), y{p) die Koordinaten des Punktes p bezüglich K. Die analytische 
Geometrie affiner Ebenen liefert: Zu jeder Geraden g existieren Elemente a, b, c des 
Koordinatenkörpers K 0 der betrachteten Ebene, so daß für alle p gilt: 

p£g genau dann, wenn a • x(p) -J- b • y(p) -f- c — 0. 

Obgleich g durch die Koeffizienten a,b,c der Geradengleichung eindeutig beschrieben 
wird, sind diese noch keine Geradenkoordinaten im hier definierten Sinn, da für 
d 6 Ko, d 4 = 0 die Koeffizienten ad, bd, cd die gleiche Gerade beschreiben. Man kann 
die Zuordnung zwischen Geraden und Tripeln des Koordinatenkörpers jedoch in 
mannigfacher Weise eineindeutig machen, z. B. durch die zusätzliche Bedingung 
6 = 1 v (6 = 0 a a = 1). Dann ist das Punktkoordinatensystem K durch die Defini¬ 
tion 

K(g) := i{ a, b,c) ((b = 1 v (b = 0 a a = 1) AAp(p 6g^a«x(p) + b-y(p) -f c = 0)) 

zu einem Punkt-Geraden-Koordinatensystem für affine Ebenen (insbesondere eukli¬ 
dische Ebenen) fortgesetzt. 

2. Kreiskoordinaten bezüglich KKS. Ein Kreis ist festgelegt durch Angabe der 
Koordinaten x 0 , y Q seines Mittelpunktes und seinen Radius r bezüglich eines KKS K. 
Bezeichnen wir wieder die Koordinaten eines Punktes p bezüglich K mit x(p) bzw. 
y(p), so gilt für den durch (x 0 , y 0 , r) gegebenen Kreis k 

A p(p € k (x(p) - xo) 2 + (y(p) - y 0 ) 2 = r 2 ). 

Die Definition 

K(k) i{x 0 , y 0 , r)Ap(p€k^ (x(p) — x 0 ) 2 + (y (p) - y 0 ) a = r 2 ) 

setzt das Punkt-Geraden-Koordinatensystem K zu einem Punkt-Geraden-Kreis- 
Koordinatensystem fort. 

3. Geradenkoordinaten bezüglich eines Polarkoordinatensystems. Ist ein Polar¬ 
koordinatensystem durch p 0 , p x und den Drehsinn <5 gegeben, so können z. B. der 
Abstand einer Geraden g von p 0 und der orientierte Winkel zwischen den Richtungen 
von g und Strahl(p 0 , p x ) als Koordinaten von g bezüglich K Pi Px & genommen werden. 

Ist (eventuell erst nach Wahl eines Punktkoordinatensystems K) eine eineindeutige 
Abbüdung / von der Menge der x-Dinge in die Menge der endlichen (geordneten 
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Punktmengen definierbar (f(x) = {fi(x ),..., f n{x] {x)}), so kann man das Punkt¬ 
koordinatensystem K immer durch die Definition 

K(x) := {*(/,(*)), K(t 

n(x ) (*))} 

auf x-Dinge fortsetzen. Diese Methode ist u. a. auf Dreiecke, Ellipsen, Streckenzüge 
anwendbar. 

Ist K ein x, y,..., z-Koordinatensystem für Modelle von ZT und F eine in 3 T definier¬ 
bare partielle Operation, deren Definitions- und Wertebereich endliche geordnete 
Systeme von x-, y-,..., z-Dingen sind, so sei F K (y l ,..., y n ) für solche als Koordinaten 
bezüglich K auftretenden Objekte definiert, für die güt: Es gibt x u ..., x m , so daß 
F(x x ,..., x m ) definiert und (y 1} ..., y n ) — (K(x t ),..., K(x m )} ist. In diesem Fall sei 
F K {yi ,..., y n ) := K[F{x X) ..., x m )}, d. h., F K ordnet dem System der Koordinaten 
einer Argumentkombination von F die Koordinaten der zugehörigen Werte von F 
zu. Man kann auch sagen: F K ist die mit Hüfe des Koordinatensystems K vorgenom¬ 
mene Übersetzung der geometrischen Operation F in eine algebraische Operation. 

Ist F das Resultat der logischen Analyse eines geometrischen Konstruktions¬ 
instruments und läßt sich bezüglich eines gewissen Koordinatensystems K die 
Operation F K durch Superposition aus denjenigen Operationen darstellen, die die 
algebraische Struktur des Koordinatenbereichs von K bilden, so bezeichnen wir die 
Ermittlung einer solchen Darstellung von F K als algebraische Analyse des betrachteten 
Instrumentes (bezüglich K). 

Die Wahl eines geeigneten Koordinatensystems und einer geeigneten algebraischen 
Struktur im Bereich der Koordinaten bilden meist den schwierigsten Teil der alge¬ 
braischen Analyse eines Konstruktionsinstrumentes bzw. Instrumentensatzes. In 
der klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen wird die algebraische 
Analyse des Instrumentensatzes (L, Sj) meist unter Benutzung von PKS, die Analyse 
aller sonstigen traditionellen Instrumente bzw. Instrumentensätze bezüglich KKS 
durchgeführt. Die besondere Handlichkeit der auf der Grundlage von KKS be¬ 
triebenen analytischen Geometrie läßt den Gedanken an die Verwendung anderer 
Koordinatensysteme kaum aufkommen. Eine Ausdehnung der Theorie der geometri¬ 
schen Konstruktionen auf Konstruktionen in nichteuklidischen Ebenen, auf Kugel¬ 
oberflächen und in anderen allgemeineren geometrischen Räumen erfordert jedoch 
einen so allgemeinen Ansatz des Begriffs algebraische Analyse, wie er hier skizziert 
wurde. Im folgenden wird zunächst die algebraische Analyse einer Reihe von klassi¬ 
schen Instrumenten unter Benutzung von KKS durchgeführt. 

Lineal. (x l} y x ), (x 2 , y 2 ) seien die Koordinaten der gegebenen Punkte. Die Geraden¬ 
gleichung ax -f- by + c = 0 liefert für die Koeffizienten a, b, c das Gleichungs¬ 
system 


a*» 1 + b*^i + c = 0 
a*a? 2 + h •y 2 + c = 0 
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mit der allgemeinen Lösung a = k(y 2 — y\), b — k(x x — x 2 ), c = k(y x x 2 — x x y 2 ), 
(k beliebig). Die Nebenbedingung 6 = lv(6 = 0Aa=l) führt auf 




-, falls x x =f= x 2 , 

x x — x 2 

< 

1 

-sonst 

V2-V1 


und damit auf 


L k (x x , y x , x 2 , y 2 ) 



falls x x —1— x 2 , 


(1, 0, -x x ), 


falls x x = x 2 . 


Sj. Es seien (a x , b x , c x ) bzw. (a 2 , b 2 , c 2 ) die Koordinaten der Geraden g x bzw. g 2 . 
Aus der geometrischen Voraussetzung, daß sich g x und g 2 schneiden, folgt, daß das 
Gleichungssystem 


«i* + 6iy + c x = 0, a 2 x -f b 2 y + c 2 = 0 


zur Bestimmung der Koordinaten x, y des Schnittpunktes genau eine Lösung hat. 
Deren Berechnung ergibt 


b x , c x , a 2 , b 2 , c 2 ) — 


( c 2 b x — Cj6 2 c x a 2 — a x c 2 
a x b 2 — ajb x a x b 2 a 2 b x 


Aus der algebraischen Analyse des Instrumentensatzes (L, Sj) ergibt sich sofort 


Satz 1. Aus gegebenen Punkten und Geraden sind mit dem Lineal allein höchstens 
solche Punkte und Geraden konstruierbar , deren Koordinaten bezüglich eines beliebigen 
KKS (bzw. AKS, worauf sich hier alle Rechnungen übertragen lassen) rational von den 
Koordinaten der gegebenen Stücke abhängen. 


Zirkel. Sei pi durch (x i} y{) gegeben (i = 1, 2, 3) und p 2 =(= p z . Offenbar ist 

Z>k(x 1> Vu x 2, Vi> *^ 3 > Vz) = (%1, Vi> V(^2 — XzY + (2/2 — a/a) 2 ) - 

S 2 . Sei k durch (d, e, r) und g durch (a, 6, c) gegeben. Aus der geometrischen Vor¬ 
aussetzung, daß sich k und g schneiden, folgt, daß das Gleichungssystem 

(1) (x — d ) 2 + (y — e) 2 = r 2 , 

(2) ax + by + c = 0 


zur Bestimmung der Koordinaten der Schnittpunkte genau zwei Lösungen fx x ,y x ), 
(x 2 , y 2 ) hat. Deren Berechnung ergibt 


S ZK (d, e, r , a, b, c) = {(x X) y x ), (x 2 , y 2 )} = 


J {(Qi, Q2), (Q3, Q4)}, f s>lls b =}= 0, 
({(Qs, Qö), (Q7, Qs)}> falls 6 = 0, 
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wobei Qi,Q 8 Quadratwurzelausdrücke in den Variablen d, e, r, a, b, c sind. Ist 
nämlich b =j= 0, so kann y mit Hilfe der linearen Gleichung (2) aus der quadratischen 

(1) eliminiert werden, die dann zwei Lösungen x x , x 2 liefert, zu denen y 1 bzw. y 2 aus 

(2) bestimmt werden kann. Andernfalls eliminiert man x und erhält Lösungen ana¬ 
loger Bauart. 

S 3 . Sei k x durch (x ly y x , r x ) und k 2 durch (x 2 , y 2 ,r 2 ) gegeben. Aus der geometrischen 
Voraussetzung, daß sich k x und k 2 schneiden, folgt, daß das Gleichungssystem 

{x - x x f + (y - yxf = r\, 

{x - x 2 ) 2 + {y - y 2 f = r\ 

genau zwei Lösungen ( x z , y z ), (jr 4 , y 4 ) hat. Diese effektiv zu berechnen, ist noch müh¬ 
samer als im Fall S 2 . Für unsere Zwecke genügt es zu erkennen, daß die vier Kompo¬ 
nenten x 3 , y z , x A , y A von 


2 /i, r i> % 2 > 2 / 2 , r 2 ) 

Quadratwurzelausdrücke in den Variablen x 1 ,y 1 ,r 1 , x 2 , y 2 , r 2 sind: Durch Subtrak¬ 
tion einer der beiden Gleichungen von der anderen erhält man ein äquivalentes 
Gleichungssystem mit einer linearen und einer quadratischen Gleichung — eine 
algebraische Widerspiegelung der Tatsache, daß die Schnittpunkte zweier Kreise 
auch als Schnittpunkte des einen Kreises mit der gemeinsamen Potenzgeraden er¬ 
halten werden können. Die weitere Lösung verläuft analog zur Lösung des Gleichungs¬ 
systems (1), (2). 

Aus der algebraischen Analyse des Instrumentensatzes (L, Z, Sj, S 2 , S 3 ) folgt 
sofort 

Satz 2. Mit Zirkel und Lineal sind aus gegebenen Punkten, Kreisen und Geraden 
höchstens solche Punkte, Kreise und Geraden konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich 
eines beliebigen KKS sich durch Quadratwurzelausdrücke in den Koordinaten der 
gegebenen Stücke ausdrücken lassen. 

Die Sätze 1 und 2 erklären hinreichend, welchem Zweck allgemein die algebraische 
Analyse von Instrumentensätzen dient: Sie liefert notwendige Bedingungen für die 
Lösbarkeit von Konstruktionsaufgaben. Daß diese Bedingungen im allgemeinen 
nicht auch hinreichend sind, zeigt das Beispiel (L, S x ): Ist ein KKS p 0 , pi, p 2 gegeben, 
so sind mit dem Lineal allein nur die drei Verbindungsgeraden konstruierbar. Für 
Zirkel und Lineal gilt jedoch (in Verallgemeinerung von Abschnitt 9.2, Satz 1) 

Satz 3. Sind aus gegebenen Stücken ( Punkten , Geraden, Kreisen) wenigstens drei 
nicht kollineare Punkte konstruierbar, so ist ein KKS K konstruierbar, und bezüglich 
jedes konstruierbaren KKS sind genau die Punkte, Geraden, Kreise konstruierbar, 
deren Koordinaten durch Quadratwurzelausdrücke aus den Koordinaten der gegebenen 
Stücke erhalten werden können. Jede Konstruktion eines solchen Stückes erfordert außer 
dem Instrumentensatz (L, Z, Sj, S 2 , S 3 ) nur die Entscheidbarkeit der in den Fluß- 
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diagrammen (Abschnitt 9.2) für die vier Grundrechenarten und ]/ vorkommenden 
Relationen sowie die Entscheidbarkeit der Parallelität und der Gleichheit von Geraden 
und der beiden durch „k schneidet g“ bzw. „A p(p € k —> p 6 Halbebene(g, p'))“ 
dargestellten Relationen . Falls das zugrundegelegte KKS ohne Hilfselemente konstruier¬ 
bar ist , sind die Konstruktionen der konstruierbaren Stücke ebenfalls ohne Hilfselemente 
ausführbar. 

Zum Beweis dieses Satzes ist auf Grund von Satz 2 und Abschnitt 9.2, Satz 1, nur 
noch zu zeigen: Unter den im Satz genannten Voraussetzungen sind 

a) die Koordinaten jeder gegebenen Geraden konstruierbar, 

b) die Koordinaten jedes gegebenen Kreises konstruierbar. 

c) Sind die Koordinaten einer Geraden konstruierbar, so ist auch die Gerade selbst 
konstruierbar. 

d) Sind die Koordinaten eines Kreises konstruierbar, so ist auch der Kreis selbst 
konstruierbar. 

Zu a). Es seien p Q , p lf p 2 die Grundpunkte des zugrundegelegten konstruierbaren 
KKS, g sei eine gegebene Gerade. Das Flußdiagramm 


g, Po, Pi, Pa (Po> Pi, Pa nicht kollinear) 



V-3>lh 


liefert zwei verschiedene Punkte von g, deren Koordinaten nun nach Abschnitt 9.2, 
Satz 1, konstruierbar sind. Aus diesen Koordinaten sind aber die Koordinaten von g 
durch rationale Operationen konstruierbar (vgl. die algebraische Analyse von L). 
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Zu b). Ist der Mittelpunkt p des gegebenen Kreises k ebenfalls gegeben oder schon 
konstruiert, so erhält man die Koordinaten von k in Gestalt der (konstruierbaren)) 
Koordinaten von p bzw. r durch 

P> Po, Pi, P 2 (P = M(k) a p 0 , pi, p 2 KKS) 

g =P(p;p 0 ,Pi) 

Pj = S 2 (k, g) 

kj = Z(p 0 ; p, P x ) (liefert nur einen Kreis!) 
gi = L(p 0 , pO 
P 2 = S 2 (k x , g x ) 

Pr — «P(P € P 2 A pj gleichgerichtet popj) 

i 

Pr 

9n+1 

9n+3 
3fn+2 

9n 


93 


92 


gi Abb. 34 

Wie der Mittelpunkt von k konstruiert werden kann, falls außerdem zwei (nicht not¬ 
wendig unterscheidbare) Punkte auf k gegeben oder schon konstruiert sind, ist im 
Prinzip bekannt. Die Präzisierung einer entsprechenden Konstruktion sei dem Leser 
überlassen. Zu zeigen bleibt noch, daß unter Voraussetzung eines (möglicherweise 
sehr weit von k entfernten) KKS p 0 , p lf p 2 (von möglicherweise wesentlich anderer 
Größenordnung als k) der Mittelpunkt von k ohne Verwendung von Hilfspunkten 
konstruierbar ist. Es genügt zu zeigen, daß ein Paar von Punkten von k konstruierbar 
ist. Da die entsprechende Konstruktion sehr kompliziert und nichtelementar ist (der 
Beweis, daß das betreffende Flußdiagramm in jedem Fall das gewünschte Resultat 
liefert, erfordert das Archimedische Axiom), die Entbehrlichkeit der Hilfspunkte auf 
der Kreisperipherie andererseits nur von theoretischem Interesse ist, beschränken wir 
uns auf eine Skizze der Konstruktionsidee (siehe auch Abb. 34). 
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Falls k die x -Achse des KKS schneidet, nehme man die Schnittpunke als Resultat. 
Andernfalls ziehe man auf derjenigen Seite der x- Achse, auf der k liegt, so oft die 
Parallele zur x -Achse im Abstand p 0 p 1 von der zuletzt konstruierten Geraden, bis 
k geschnitten oder übertroffen wird. Fall zunächst nur der zweite Fall eintritt, ziehe 
man anschließend so oft die Parallele in der Mitte zwischen zwei benachbarten Ge¬ 
raden, die k einschließen, bis k geschnitten wird. Daß jede der genannten zyklischen 
Teilkonstruktionen nach endlich vielen Schritten abbricht, folgt aus dem Archimedi¬ 
schen Axiom. Die erforderlichen Prüfrelationen sind in Satz 3 genannt. 

Zu c). Sind Geradenkoordinaten a, 6, c als p a , p b , p z £ L(p 0) p x ) konstruiert, so 
werden daraus zwei auf g liegende Punkte konstruiert, durch die abschließend die 
Gerade g mit den betreffenden Koordinaten gelegt wird. Die Konstruktion der beiden 
Punkte beginnt mit der Prüfung b = 1? (d. h. p b — Pi?). Ist b — 1, so konstruiere 
man z. B. die Punkte mit den Koordinaten (1, — a — c) und (0, — c). Ist 6 =f= 1, also nach 
unserer Definition des Begriffs Geradenkoordinaten 6 = 0, a = 1, so konstruiere 
man die Punkte mit den Koordinaten (—c, 0) und (—c, 1). 

Zu d). Sind die Koordinaten x, y, r eines Kreises als p x , p y , p r 6 L(p 0 , p x ) gegeben 
oder konstruiert, so wird zunächst der Mittelpunkt p aus seinen Koordinaten x, y 
und danach der Kreis k durch k = Z(p ; p 0 , p r ) konstruiert. 

Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Wir führen nun die algebraische Analyse (bezüglich KKS) der durch Parallel-, 
Winkel- und Einschiebelineal realisierbaren geometrischen Operationen jeweils nur 
so weit, daß erkennbar wird: Die Komponenten dieser Funktionen lassen sich durch 
Quadratwurzelausdrücke bzw. im letzten Fall durch kubische Radikale in den Ko¬ 
ordinaten der gegebenen Stücke ausdrücken. 

PL^. Hat g die Koordinaten (a, b, c ), so werden die Geraden g 1} g 2 , die im Abstand d 
parallel zu g verlaufen, durch die Gleichungen 

ax -f- 6y + c + d ifa? + & 2 = 0 bzw. ax -J- 6y + c — d j/a 2 -J- 6 2 = 0 
beschrieben. (Sie gelten unter der Voraussetzung 6 = 1v(6 = 0a« = 1).) Daher ist 

PLf(a, 6, c) = j(a, 6, c + d + & 2 )> («> 6, c — d ]/a 2 + 6 2 )}. 

PLg. Hat pi die Koordinaten (#,-, y{) (i = 1, 2) und ist die Anwendbarkeitsbedin¬ 
gung ptfT 2 > d erfüllt, so lassen sich die Koordinaten (a, 6, c) derjenigen Geraden, die 
im Abstand d von p 2 und durch p l verlaufen, als Lösungen des Gleichungssystems 

aajj + byj + c = 0, &x 2 + by 2 + c ± d ^a 2 -f- b 2 == 0 

mit den Nebenbedingungen b = lv(b = ÖAa = l) bestimmen. Der Fall 6 = 1 
führt nach Elimination von c auf eine quadratische Gleichung für a, zu deren beiden 
Lösungen a Xi a 2 die zugehörigen c 1} c 2 aus der linearen Gleichung zu bestimmen sind. 
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Erhält man nur eine Lösung für a, so bedeutet dies, daß eine der beiden Geraden 
parallel zur y- Achse des KKS ist. Ihre Koordinaten sind dann (1, 0, — a^). Es folgt 

Satz 4. Mit dem Parallellineal (L, S l5 PLJ, PLjJ) sind höchstens solche Punkte und 
Geraden konstruierbar , deren Koordinaten bezüglich eines beliebigen KKS durch 
Quadratwurzelausdrücke in den Koordinaten der gegebenen Stücke und der Linealbreite 
d ausgedrückt werden können. 

Wj. Hat die gegebene Gerade g die Koordinaten (a, b, c) und der gegebene Punkt p 
die Koordinaten (x 0 , y 0 ), so ergibt sich der Anstieg der beiden Geraden W\(p, g) im 
allgemeinen nach der Formel 


als 


tan ( ß dz cc) — 


tan ß dz tan oc 
1 d- tan ß tan oc 


a lj2 — 


a dz tan oc 
" • 
1 -f ß • tan oc 


Ist b — 0, a — 1, so ist a l , 2 = dz-♦ Ist a • tan oc = 1 oder = — 1, so hat die ent 

tan oc 

sprechende der beiden gesuchten Geraden die Koordinaten b{ = 0, a t - = 1. Nach Be¬ 
stimmung von ai, bi ergibt sich C; aus der Gleichung 


a i x o + %o d - — 0. 


Die (höchstens zwei) Punkte Wl(p ly p 2 , g) sind gleich gewissen Schnittpunkten 
von g mit den durch p\, p 2 gehenden Klreisen, die bezüglich p u p 2 den Peripherie¬ 
winkel oc haben (vgl. Abb. 24d, S. 132). Daher genügt es zu zeigen, daß der gemein¬ 
same Radius r dieser Kreise und die Koordinaten x 0 , y 0 ihrer Mittelpunkte durch 
Quadratwurzelausdrücke in den Koordinaten (xi, yi) der Punkte Pi und der Größe 
sin oc erhalten werden können. Es ist 


r = d = V(a?i — x 2 f + (a? x - y 2 f 
2 • sin oc 2 • sin oc 

(Abb. 35). Daraus erhält man die zwei Koordinatenpaare für die Mittelpunkte als 
Lösungen des Gleichungssystems 

(x t — x 0 ) 2 + ( y ! — y 0 ) 2 = r 2 , (x 2 — x 0 ) 2 + (y 2 — y 0 ) 2 = r 2 

wieder als Quadratwurzelausdrücke. Es folgt 

Satz 5. Mit dem Winkellineal (L, S ly W* y PF“) sind höchstens solche Punkte und 
Geraden konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich eines beliebigen KKS sich als 
Quadratwurzelausdrücke in den Koordinaten der gegebenen Stücke und sin oc darstellen 

lassen ( tan oc = — — . 

\ 1 — sin 2 oc ) 
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Das Abtragen der Strecke d auf der Geraden g mit den Koordinaten (a, b, c) an den 
Punkt p 6 g mit den Koordinaten (x 0 , y 0 ) liefert zwei Punkte p ly p 2 , deren Koordi¬ 
naten man als Lösungen des Gleichungssystems 

ax 4- by + c — 0, 

(x - x 0 ) 2 + {y- i/o) 2 = d 2 

erhält. Auf ein analoges Gleichungssystem führt die Bestimmung der Schnittpunkte, 
die als Kesultat der Operation S% entstehen. Daraus folgt 

Satz 6. Mit dem normierten Lineal (L, S ly Sf) sind höchstens solche Punkte und 
Geraden konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich eines beliebigen KKS sich als 
Quadratwurzelausdrücke in den Koordinaten der gegebenen Stücke und der Länge d 
der auf dem Lineal markierten Strecke ausdrücken lassen. 



Zur algebraischen Analyse des Einschiebens betrachten wir die Kurve, die bei ge¬ 
gebenem Punkt p 0 und gegebener Geraden g (p 0 g) von denjenigen Punkten p 
gebildet wird, für die L(p, p Q ) die Gerade g in einem Punkt p' mit pp' ~ d schneidet. 
Diese Kurve heißt Konchoide, g ihre Basis, p 0 ihr Pol. Eine Konchoide besteht immer 
aus zwei Ästen, die auf verschiedenen Seiten der Basis liegen. Genau dann, wenn 
s d(p 0 , g) < d gilt, bildet der auf der Polseite gelegene Ast eine Schlaufe (Abb. 36b). 
Legt man den Ursprung eines KKS in den Pol p 0 einer Konchoide, die y-Achse 
parallel zu ihrer Achse g und wählt den Winkel <x = <£ PiPoP als Kurvenparameter 
(Abb. 36), so erhält man die Parameterdarstellung 

x — s + d • cos a, y = s • tan tx + d ♦ sin oc 

für den auf der p 0 entgegengesetzten Halbebene von g liegenden Ast und 

x = s — d • cos oc, y = s • tan oc — d • sin oc 

für den auf der p 0 -Seite liegenden Ast. Elimination des Parameters führt für beide 
Äste auf die Gleichung 

(x 2 + 2/ 2 ) ( x ~ s ) 2 — # 2 ^ 2 = 0 
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der Konchoiden. Übergang zu einem anderen KKS bedeutet lineare Substitution 
für x und y, ändert also nicht den Grad der Gleichung. (Innere oder äußere) Ein¬ 
schiebung der Strecke d durch p Q zwischen Geraden g und g x bedeutet nun offenbar 
die Konstruktion gewisser Schnittpunkte zwischen g x und der Konchoiden mit dem Pol 
Pq und der Achse g bzw. in bezug auf ein beliebig gelegenes KKS K Ermittlung ge¬ 
wisser Lösungen (x, y) des aus der Gleichung der Konchoiden bezüglich K und der 
Gleichung der Geraden g x bezüglich K bestehenden Gleichungssystems. Da eine der 



beiden Gleichungen linear ist, erhält man durch Elimination von x bzw. y eine 
Gleichung vierten Grades für y bzw. x. Daher sind alle Lösungen (x 0 , y 0 ) nach dem 
Satz von Ferrari durch kubische Radikale darstellbar. Es folgt 

Satz 7. Mit dem Einschiebelineal (L, S 1} Sf, E%, Ef) sind höchstens solche Punkte 
und Geraden konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich eines beliebigen KKS durch 
kubische Radikale in den Koordinaten der gegebenen Stücke und der Länge d der mar¬ 
kierten Strecke dargestellt werden können . 

Man beachte, daß dieser Satz nicht für die Einschiebung der markierten Strecke 
zwischen Kreis und Gerade oder gar zwischen zwei Kreisen gilt. Schon die Bestim¬ 
mung der Schnittpunkte einer Konchoiden und eines Kreises führt auf eine Gleichung 
sechsten Grades. Abb. 37 zeigt, daß Kreis und Konchoide tatsächlich sechs ver¬ 
schiedene Schnittpunkte haben können. Näheres hierzu siehe [2, § 17]. 
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Die algebraische Analyse der Einschiebung liefert auch den in Abschnitt 7.2 
angekündigten Beweis, daß die innere Einschiebung höchstens zwei verschiedene 
Resultate ergibt: Schneiden sich g x und g und ist p 0 $ 9 U 9i> so liefert — wie in 
Abschnitt 7.2 gezeigt — die äußere Einschiebung stets zwei verschiedene Resultate 
(die aber durch die Anordnung der Schnittpunkte unterscheidbar sind). In diesem 
Fall bleiben also nur die restlichen höchstens zwei Lösungen der algebraischen Ein¬ 
schiebungsgleichung für die innere Einschiebung übrig. Andererseits folgt aus der 



Gleichung der Konchoiden, daß der zu y ^ 0 und der zu y ^ 0 gehörige Teil zu¬ 
einander symmetrisch sind und sich in der Form y — ±f{x) darstellen lassen, d. h., 
jede Parallele g t zu g liefert insgesamt höchstens zwei Schnittpunkte. Diese gehören 
beide zu inneren oder beide zu äußeren Einschiebungen, je nachdem, ob p 0 zwischen 
g und g x liegt oder nicht. 

Abschließend sei auf folgende Konsequenz der algebraischen Analyse der Ein- 
schiebung verwiesen: In einer beliebigen euklidischen Ebene existieren genau dann 
alle durch „naive Anwendung des Einschiebelineals“ konstruierbaren Punkte, wenn 
der Koordinatenkörper K dieser Ebene bezüglich reeller Werte kubischer Radikale 
abgeschlossen ist. 


9.4. Algebraische Analyse und Klassifikation von Konstruktions¬ 
aufgaben, Unmöglichkeitsbeweise 

Unter der algebraischen Analyse einer Konstruktionsaufgabe (bezüglich eines gewissen 
Koordinatensystems) verstehen wir die Aufstellung notwendiger und hinreichender 
Bedingungen für die Koordinaten der gesuchten Stücke. In der Regel erhält man diese 
in Gestalt eines Systems algebraischer Gleichungen zwischen den Koordinaten yi der 
gegebenen Stücke und den Koordinaten xj (j = 1,..., k) der gesuchten Stücke und 
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eventuell gewisser Nebenbedingungen (meist Ungleichungen). Die algebraischen 
Gleichungen können stets auf die Form 

(!) . U G ir--ik x i x i k = 0 

it+ 

gebracht werden, wobei die Koeffizienten c iv ,. ik rational von den y { abhängen. Ist 
in einer Gleichung (1) für wenigstens eine Indexkombination mit + ••• + i k = n 
der entsprechende Koeffizient von Null verschieden, so heißt (1) eine 

algebraische Gleichung vom (Gesamt-)grad n. 

Man kann nun zeigen, daß sich ein System von m algebraischen Gleichungen für 
die Variablenx x ,.'.., x k , die die Grade n 1} ...,n m haben, durch Elimination der übrigen 
Variablen auf eine Gleichung für beispielsweise x x zurückführen läßt, wobei der Grad 
der erhaltenen Gleichung höchstens gleich dem Produkt der Grade n x , ...,n m ist. 
Daraus folgt zunächst, daß die Lösungen des betrachteten Gleichungssystems nur 
endlich viele verschiedene x x -Komponenten haben und — da der gleiche Schluß für 
x 2 ,..., x k durchgeführt werden kann — daß es nur endlich viele Lösungen gibt. 
Deutet man diese als Punkte in einem ^-dimensionalen Raum, so erkennt man sofort, 
daß man durch lineare Variablentransformation stets erreichen kann, daß die 
Lösungen paarweise verschiedene x x -Komponenten haben. Demnach hat unser 
Gleichungssystem höchstens n x ••• n m Lösungen. Ferner erhält man auf diesem Wege, 
daß — abgesehen von gewissen Entartungsfällen und eventuell nach linearer Variab¬ 
lentransformation, durch die sich die Grade aller beteiligten Gleichungen nicht än¬ 
dern — der Grad der bei Reduktion auf eine einzige Variable entstehenden Gleichung 
gleich der Anzahl der komplexen Lösungen des Gleichungssystems, also unabhängig 
von der Auswahl und Reihenfolge der eliminierten Variablen ist. Diese Zahl bezeich¬ 
net man als Gesamtgrad des Gleichungssystems. Die exakte Formulierung der hier an¬ 
gedeuteten Sätze — erst recht deren Beweis — wirft viele Probleme auf und würde 
den Rahmen des vorliegenden Buches weit überschreiten. 

In der klassischen Theorie der geometrischen Konstruktionen klassifiziert man die 
geometrischen Konstruktionsaufgaben nach dem Grad der bei ihrer algebraischen 
Analyse bezüglich eines KKS entstehenden algebraischen Gleichungssystems (soweit 
dies möglich ist und unter Vernachlässigung der im allgemeinen neben den Gleichun¬ 
gen auftretenden Ungleichungen bzw. sonstigen Nebenbedingungen). 

Die algebraische Analyse von Konstruktionsaufgaben dient dem Zweck, entweder 
eine Lösung zu finden oder mit algebraischen Mitein die Unlösbarkeit nachzuweisen. 
Zum Beispiel ist eine Konstruktionsaufgabe genau dann mit Zirkel und Lineal 
lösbar, wenn ihre algebraische Analyse auf ein System von Gleichungen (und eventuell 
Ungleichungen) führt, das durch Quadratwurzelausdrücke lösbar ist. 

Bei der algebraischen Analyse einer Konstruktionsaufgabe im oben definierten 
Sinn entstehen im allgemeinen Gleichungssysteme mit unbequem vielen Gleichungen 
und Unbekannten. Es ist zu berücksichtigen, daß die Lösung eines Gleichungs¬ 
systems mit mehr als einer nichtlinearen Gleichung durch Quadratwurzelausdrücke 
(oder sonstige Radikale) bzw. erst recht der Nachweis der Unlösbarkeit durch Radi- 


14 Schreiber. Konstruktionen 
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kale bestimmter Bauart im allgemeinen sehr schwierig bzw. nur in besonderen Fällen 
zu bewältigen ist. Deshalb versucht man meist, durch geometrische Überlegungen 
— insbesondere unter Benutzung der mit dem zu verwendenden Instrumentensatz 
bereits gelösten Konstruktionsaufgaben — 

a) bei algebraischer Analyse zum Zwecke der Lösung die ursprüngliche Aufgabe 
auf die Konstruktion einer geringeren Anzahl von Stücken — im Idealfall einer 
einzigen (gerichteten) Strecke — zurückzuführen; 


b) bei algebraischer Analyse zum Zwecke des Unlösbarkeitsnachweises aus der 
angenommenen Lösbarkeit der ursprünglichen Aufgabe auf die Konstruierbarkeit 
einer gewissen einzelnen Strecke (Koordinate o. ä.) zu schließen, deren algebraische 
Analyse dann den Widerspruch ergibt. 



9i 
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Selbst wenn man auf diesem Wege als Resultat der algebraischen Analyse nur noch 
eine einzige Gleichung für eine Unbekannte x erhält, ist die Schwierigkeit der algebra¬ 
ischen Lösung bzw. des Unlösbarkeitsbeweises im Verhältnis zu den vorangehenden 
geometrischen Betrachtungen oft bedeutend und nur mit viel Scharfsinn oder durch 
glückliche Eingebung zu meistern. Dies dürfte die wesentliche Ursache dafür sein, 
daß die Theorie der geometrischen Konstruktionen im Laufe der letzten 200 Jahre 
mehr und mehr als Teilgebiet der Algebra angesehen wurde und in nicht wenigen 
Fällen geometrische Probleme zugunsten einer Vereinfachung oder übersicht¬ 
licheren Darstellung der daraus abgeleiteten algebraischen Aufgaben verstümmelt 
wurden. Im folgenden werden typische Züge der algebraischen Analyse an Hand 
einiger Beispiele erläutert, die zum Teil eine wichtige Rolle in der Geschichte der 
geometrischen Konstruktionen gespielt haben. 


Beispiele. 

1. Mit Zirkel und Lineal sind zu zwei sich schneidenden Geraden g u g 2 und einem 
Punkt p $ gi u <72 diejenigen Kreise zu konstruieren, die g x und g 2 berühren und durch 
p gehen (Abb. 38). 
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Die Mittelpunkte der Kreise, die g x und g 2 berühren, liegen auf denjenigen Geraden 
g 3 , <7 4 , die die vier von g x und g 2 gebildeten Winkel halbieren. Durch die weitere Be¬ 
dingung, daß die gesuchten Kreise durch p gehen sollen, wird zunächst diejenige der 
beiden Geraden (g 3 in Abb. 38) ausgesondert, die den p enthaltenden Winkel halbiert. 
Da sie aus g Xy g 2 und p mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist und ferner in einem 
bereits konstruierten Punkt von g x das Lot errichtet werden kann, genügt es, eine 
Konstruktion zu finden, die für jeden Kreis k mit den geforderten Eigenschaften 
seinen Berührungspunkt p(k) mit g x liefert. Der Mittelpunkt M(k) des Kreises k 
ergibt sich dann als Schnitt des in p(k) auf g x errichteten Lotes mit g 3 und k selbst 
als Z(M(k); M(k),p(k) y j. Es sei nun p ly der an g 3 gespiegelte Punkt p und p 2 der 
Schnitt des Lotes von p auf g 3 mit g x (siehe Abb. 38). Offenbar sind p x und p 2 aus g ly g 2 , 
p konstruierbar. Durch diese Überlegungen ist die ursprüngliche Aufgabe, deren 
unmittelbare algebraische Analyse die Aufstellung notwendiger und hinreichender 
Bedingungen für die drei Koordinaten der gesuchten Kreise bezüglich eines geeigneten 

KKS erfordert hätte, auf die Konstruktion aller möglichen Strecken x = p(k) p 2 
zurückgeführt. Es sei hier nochmals darauf hingewiesen, daß unsere Reduktion keinen 
Sinn hätte, wenn die Konstruktion mit einem Instrumentensatz gefordert wäre, von 
dem noch nicht bekannt ist, daß die Konstruktion von Loten, Winkelhalbierenden 
usw. mit ihm ausführbar ist. 

Zur algebraischen Analyse der reduzierten Aufgabe: Ist k ein beliebiger Kreis mit 
den geforderten Eigenschaften, so gilt 

Pot(p 2 , k) — x 2 = ptf> • p 2 p t (4= 0 unter den gemachten Voraussetzungen). 

Die beiden Lösungen x X / 2 = ±1/püp * P 2 P 1 sind aus p y p x , p 2y also auch aus g ly g 2y p 
mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Eine völlig in Einzelschritte aufgelöste Kon¬ 
struktionsbeschreibung der Gesamtaufgabe wäre bereits in diesem relativ einfachen 
Fall von beträchtlichem Umfang. 

2. Ein berühmt gewordenes Beispiel für eine algebraische Analyse, die auf ein 
kompliziertes Gleichungssystem mit mehreren Unbekannten führt, lieferte 1803 
Malfatti mit der Lösung folgender Aufgabe: Einem beliebigen (durch seine Ecken 
p a , p b , p c gegebenen) Dreieck sind drei Kreise k ay k by k c so einzubeschreiben, daß sie 
sich paarweise berühren und jeder von ihnen zwei andere der drei Dreiecksseiten be¬ 
rührt (Abb. 39). 

Wir beginnen mit der Bemerkung, daß aus den gegebenen Punkten mit Zirkel und 
Lineal in bekannter Weise die Seiten, die Winkelhalbierenden, der Inkreis und damit 
auch sein Radius r und die Strecken s, t y u (siehe Abb. 39) konstruierbar sind, also 
bei einer Reduktion der Aufgabe bezüglich des Instrumentensatzes „Zirkel und 
Lineal“ als von vornherein mitgegeben angesehen werden können. Sind nun k a , k b> k c 
drei Kreise mit den geforderten Eigenschaften, so müssen ihre Mittelpunkte auf den 
jeweiligen Winkelhalbierenden liegen (vgl. Beispiel 1). Kennt man andererseits die 
Lotfußpunkte p x von M(k a ) auf L(p a ,p b ), p y von M(k b ) auf L(p a ,p b ) und p z von 
M(k c ) auf L(p b , p c ), so sind offenbar k a , k b , k c mit Zirkel und Lineal konstruierbar. 


14* 
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Damit ist die ursprüngliche Aufgabe auf die Konstruktion der Strecken x = pjp~ x , 
y = p b p y und z = p c p z zurückgeführt. 

Zur algebraischen Analyse der reduzierten Aufgabe: Es sei r a der Radius von 
k a , r b der Radius von Jc b , ferner p der Schnittpunkt der Parallelen durch M(k a ) zu 



Abb. 39 


L(p a , p b ) mit dem Lot von M(k b ) auf L(p a) p b ) (Abb. 39). Es ist d = p x p y — M(k a ) p 
als Kathete im rechtwinkligen Dreieck M(k a ) M(k b )p gleich 

i(r a + r b f - (r a - r b f = 2 ]/r fl r b 


und r:s = r a :x , r:t — r b :y, d. h . d = 2 r 
Damit erhalten wir 



s -J- t = x -j~ d -f* y = x -f" 2 r 



Analog findet man 


s + u = x + 2r 




t -j- u — y + 2r 



9. Algebraische Analyse 


213 


Bringt man diese drei Gleichungen auf die Form (1), indem man nach den Wurzeln 
auflöst und quadriert, so erhält man ein — im folgenden als (2) bezeichnetes — System 
von drei Gleichungen zweiten Grades für x, y, z. Dieses Gleichungssystem hat, wie 
man durch Elimination zweier beliebiger der drei Variablen sieht, den Gesamtgrad 8, 
d. h., in unserer Terminologie ist die MAiiFATTische Aufgabe auch in ihrer reduzierten 
Form eine Aufgabe achten Grades. Malfatti zeigte auf kompliziertem Wege, daß die 
^-Komponenten der acht Lösungen durch das quadratische Radikal 

= j/r 2 + s 2 ± y r 2 -j- i 2 ±"[/ r 2 + ^ 2 ) 

dargestellt werden, woraus wegen der Symmetrie der Aufgabe in bezug auf die Paare 
( x , 5 ), {y, t), {z, u) sofort analoge Formeln für die y- und ^-Komponenten folgen. Von 
den acht Lösungen des Gleichungssystems (2) (die sich also unter den 8 3 Wert¬ 
kombinationen der entsprechenden Radikale befinden) genügt aber nur eine den 
aus der geometrischen Fragestellung folgenden Nebenbedingungen 

0 < a; < s, 0 < y <t, 0 < z<u. 

Sie lautet 

x = — (s-\-t-\-u — r-\-^r 2 -{-s 2 — ^r 2 -\-t 2 — ]/r 2 + % 2 ), 

y — — (r + « + f — r — ]/ r 2 + «s 2 -\-^r 2 -\-t 2 — ]/r 2 + w 2 ), 

z = ——r — f? + 5 2 ~]/r 2 -f< 2 + ]/r 2 + u 2 ). 

2 

Daraus folgt: Jedem Dreieck lassen sich auf genau eine Weise drei Kreise mit den ge¬ 
forderten Eigenschaften einbeschreiben. Die Konstruktion dieser Kreise ist mit 
Zirkel und Lineal ausführbar. 

Läßt man die Forderung, daß die Kreise dem Dreieck einbeschrieben sein sollen, 
fallen, verlangt also nur 

(3) k a , k b> k c berühren sich paarweise, 

k a berührt L(p a , p b ), L{p a , p c ), 

k b berührt L(p b , p a ), L(p b , p c ), 

k c berührt L(p e , p a ), L(p c , p b ), 

so werden alle acht Lösungen des Gleichungssystems (2) geometrisch sinnvoll. Abb. 40 
vermittelt eine Vorstellung von den hinzukommenden sieben Fällen. Dem Leser sei 
empfohlen nachzuprüfen, daß die algebraische Analyse jedes dieser Fälle auf das 
Gleichungssystem (2) führt. Das Gleichungssystem (2) ist also eine äquivalente 



214 


Teil II. Allgemeine Theorie 






9. Algebraische Analyse 215 


algebraische Formulierung der durch (3) gegebenen Konstruktionsaufgabe, während 
die ursprüngliche Aufgabe sich nur unter Verwendung von Nebenbedingungen 
(Ungleichungen) in die Sprache der Algebra übersetzen läßt. Man kann diesem Beispiel 
und vielen weiteren als Faustregel entnehmen, daß gerade solche Aufgaben bei der 
algebraischen Analyse in reine Gleichungssysteme übergehen, in deren Formulierung 
nur Inzidenz und Kongruenz wesentlich eingehen, während Anordnungsbeziehungen 
sich in Ungleichungen niederschlagen. Dementsprechend stimmt bei Aufgaben der 
ersten Art der Grad häufig mit der Anzahl der geometrischen Lösungen überein (falls 
nämlich alle Lösungen des Gleichungssystems reell sind), während bei Aufgaben der 
zweiten Art die Anzahl der Lösungen meist kleiner ist als der Grad der Aufgabe. In 
vielen Fällen ist es nützlich, sich durch probeweises Weglassen von eventuellen 
Ordnungsbedingungen in einer Konstruktionsaufgabe eine Prognose über den zu 
erwartenden Grad zu verschaffen. 

Es sei noch bemerkt, daß die interessante geometrische Fragestellung und die 
Kompliziertheit des Lösungsweges der Malfattischen Aufgabe viele Geometer ver- 
anlaßten, sich mit dieser Aufgabe zu beschäftigen, insbesondere nach „rein geometri¬ 
schen“ Lösungswegen zu suchen. Letzteres gelang zuerst Steiner. 1 ) 

3. Quadratur des Kreises. Zu einem gegebenen Kreis ist ein Quadrat gleichen 
Flächeninhalts zu konstruieren. 

Um alle aus der naiven Auffassung der Aufgabe fließenden zusätzlichen Kompli¬ 
kationen auszuschließen (falls wirklich nur ein Kreis gegeben ist, ist die Aufgabe 
schon deshalb nicht lösbar, weil außer dem Mittelpunkt des Kreises keine weiteren 
Punkte konstruierbar sind!), wollen wir annehmen, daß ein KKS (p„, p x , p 2 ) gegeben 
ist und ein Punkt p 6 Strahl(p 0 , p x ) gesucht wird, so daß pöp 2 gleich dem Flächen¬ 
inhalt des Kreises Z(p 0 ; p 0 , p x ) wird. In der Theorie des Flächeninhalts wird gezeigt, 
daß dieser Inhalt gleich der aus der Analysis bekannten Zahl n ist, d. h., wir erhalten 

pjp =] In. Da mit allen traditionellen Konstruktionsinstrumenten (insbesondere 
den in Abschnitt 7.2 behandelten) nur Stücke konstruierbar sind, deren Koordi¬ 
naten bzgl. KKS algebraisch von den Koordinaten der gegebenen Stücke abhängen, 

folgt aus der Transzendenz von n (und damit auch von ]fü), daß die Aufgabe mit 
keinem dieser Instrumente (nsätze) lösbar ist. 2 ) 

Den letzten beiden Beispielen schicken wir folgende Bemerkung voraus: Nach dem 
Satz von Gatjss (Abschnitt 4.4) hat ein irreduzibles Polynom dritten Grades mit 
rationalen Koeffizienten keine als Quadratwurzelausdruck in den Koeffizienten dar¬ 
stellbare Nullstelle. Die Irreduzibilität von Polynomen dritten Grades ist aber nach 
dem in Abschnitt 4.2 beschriebenen Verfahren algorithmisch entscheidbar. 


x ) Crelles Joum. 1 (1826), 161—184. Den besten Zugang zu der recht umfangreichen Literatur 
über die Aufgabe von Malfatti bietet wohl H. Schröter, Die Steinersche Auflösung der Malfatti¬ 
schen Aufgabe, Crelles Joum. 77 (1874), 230—244. 

2 ) Eine ausführliche Behandlung der historischen und mathematischen Aspekte der Kreis¬ 
quadraturgibt E. Beutel, Die Quadratur des Kreises, Teubner-Verlag, Leipzig 1951. Eine metho¬ 
disch gut durchgearbeitete Darstellung des Transzendenzbeweises für n findet man in [13]. 



216 


Teil II. Allgemeine Theorie 


4. Verdoppelung des Würfels („delisches Problem“). Aus einer gegebenen (Einheits-) 
Strecke p Q p x ist mit Zirkel und Lineal ein Punkt p £ Strahl(p 0 , p x ) zu konstruieren, 
so daß Pop$ = 2 ist. Wir erhalten also ohne besondere algebraische Analyse sofort 
für die gesuchte Strecke x = pöP die Gleichung x z — 2 = 0. Das Polynom x 3 — 2 
ist aber in Z[x] irreduzibel. 

6 . Dreiteilung eines beliebigen spitzen Winkels. Ware die Dreiteilung beliebiger 
spitzer Winkel mit Zirkel und Lineal ausführbar, so könnte auch aus durch p 3 ge¬ 
gebenen cos oc{p Q , p x , p 2 KKS, p 3 zwischen p 0 und p x ) der Punkt p 6 6 Strahl(p 0 , p x ) 
— oc 

mit p 0 p 6 — cos — konstruiert werden (Abb. 41): 



(J 2 Abb. 41 

Po, Pi, P 2 , p 3 <Po, Pi, P 2 KKS, (Po, P 3 , Pl)) 

I 

gl = L(Po> Pl) 
k = Z(p 0 ; Po, Pi) 
g 2 = Lot(p 3 , gj) 

P = S 2 (k, g 2 ) 

p 4 = tp(p 6 P a p € Halbebene(gi, p 2 )) 

I 

Nach Annahme existiert eine Zirkel-Lineal-Konstruktion für 

i 1 

Ps = «P(P € k a <£ ppoPi = - <£ p 4 p 0 Pi a p 6 Halbebene(g 1 , p 2 )) 

ö 

g 3 = Lot(p 5 , gj) 

Po = Si(g!, g 3 ) 

I 

Po 

Zum Beweis der Unlösbarkeit der ursprünglichen Aufgabe genügt es daher zu 
zeigen, daß die algebraische Analyse der Strecke x — p 0 p6 bezüglich des KKS Po, Pi, Pi 
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und des gegebenen p 3 auf eine Gleichung führt, die nicht durch Quadratwurzelaus¬ 
drücke lösbar ist. Aus den Additionstheoremen der trigonometrischen Funktionen 
folgt für beliebige Winkel ß 

cos 3ß = 4 cos 3 /? — 3 cos ß, 

d. h. mit oi = Sß und a = pjpl 

(4) 4a? 3 — 3a? — a = 0. 

Es genügt zu zeigen, daß das Polynom 4x 3 — 3x — a für irgendeinen speziellen Wert 

1 

von a (0 < a < 1) irreduzibel ist. Dies ist z. B. für a — — der Fall. (Dem entspricht 

2 

die Nichtdreiteilbarkeit des Winkels von 60°, d. h. die Nichtkonstruierbarkeit des 
Winkels von 20° mit Zirkel und Lineal.) 

Dem hier dargestellten Beweis der Unlösbarkeit der klassischen Dreiteüungsauf- 
gabe schlossen sich mannigfache Untersuchungen darüber an, welche speziellen Win¬ 
kel mit Zirkel und Lineal dreiteübar sind, ob es für diese ein einheitliches Verfahren 
gibt usw. Schließlich gab es Meinungsverschiedenheiten darüber, ob diese Frage¬ 
stellungen „sinnvoll“ sind (vgl. hierzu [2, § 13]). 

6. Konstruktion regulärer n-Ecke. Auf Grund der Bemerkungen über die Deu¬ 
tung einer mit einem KKS versehenen euklidischen Zeichenebene als Gaußsche 

Zahlenebene und über die Lage der n komplexen Werte des Radikals \z in dieser 
Ebene (vgl. S. 193f.) ist klar, daß die Konstruktion eines regulären w-Ecks mit vor¬ 
gegebenem Mittelpunkt p Q und einer vorgegebenen Ecke p x im wesentlichen mit der 

Konstruktion der n n- ten Einheitswurzeln in der Gaußschen Zahlenebene iden¬ 
tisch ist. Demnach ist diese Aufgabe bei gegebenem n (2> 3) genau dann mit Zirkel 
und Lineal lösbar, wenn die (deshalb als Kreisteilungsgleichung bezeichnete) Gleichung 
x n — 1 = 0 durch ein quadratisches Radikal lösbar ist. Gatjss zeigte im Alter von 
18 Jahren, daß dies genau dann der Fall ist, wenn n die Form 2 l p 1 ••• p m hat, wobei 
Z 0, m ^ 0 und p 1 , p m paarweise verschiedene Primzahlen der Form 2 2 * -f- 1 
sind. Insbesondere ergibt der Fall l = 0 , m = 1 , k = 2, die Konstruierbarkeit des 
regulären 17-Ecks mit Zirkel und Lineal, die bis zum Zeitpunkt der Gaußschen Ent¬ 
deckung unbekannt war. Für eine ausführlichere Behandlung dieses Problemkreises 
sei auf [1] und [2] verwiesen. 




10 . 


Abriß der Geschichte der geometrischen 
Konstruktionen 


Die praktische Ausführung und rezeptartige Überheferung einfacher geometrischer 
Konstruktionen wie geradliniges Verbinden von Punkten, Abtragen von Strecken, 
Schlagen von Kreisen, Konstruktion von rechten Winkeln, Rechtecken, Quadraten 
usw. steht zweifellos am Anfang der Geometrie und wurde bereits vor Tausenden von 
Jahren von den ältesten Kulturvölkern betrieben. 

Die ersten Konstruktionsinstrumente waren wahrscheinlich Schnüre bzw. Seile, 
die — straff gespannt — zur Herstellung von Geraden und — an einem Pflock be¬ 
festigt — zum Schlagen von Kreisen benutzt wurden. Die Griechen bezeichneten die 
praktischen Geometer, die die aus Ägypten übernommene Feldmeßkunst ausübten, 
als äQneddvanxaL (Seilspanner). Daß den noch primitiven theoretischen Kenntnissen 
bereits früh eine ausgefeilte handwerkliche Technik gegenüberstand, beweist u. a. 
die Kultanlage Stonehenge in Südengland, die zwischen 1900 und 1400 v. u. Z. 
von Kelten errichtet wurde. Sie besteht aus mehreren konzentrischen Gräben und 
Erdwällen sowie einem Kreis von riesigen Steinblöcken, die mit maximal 25 cm Ab¬ 
weichung in einem Ring von 30,i0m Durchmesser aufgestellt wurden. Da die einzelnen 
Teile der Anlage jeweils in Abständen von über 100 Jahren gebaut wurden und 
trotzdem mit beachtlicher Genauigkeit konzentrisch ausgerichtet sind, kann man 
schließen, daß die Konstruktion des Mittelpunktes eines Kreises bereits beherrscht 
wurde. 1 ) 

Allgemein bildeten die Bedürfnisse der Landvermessung, Astronomie und Archi¬ 
tektur vor allem in den alten Stromtalkulturen die erste mächtige Triebkraft für die 
Entwicklung einer vorwiegend konstruktiven Geometrie. Unter den Bedingungen 
der entwickelten Sklavenhaltergesellschaft, wie man sie etwa ab 500 v. u. Z. in den 
griechischen Stadtstaaten findet, erlosch jedoch rasch das Interesse der herrschenden 
Klasse an einer auf praktische Bedürfnisse gerichteten Wissenschaft. Da fast alle 


1 ) B. Jaoobi, Verweht und ausgegraben, 3. Aufl., Prisma-Verlag, Leipzig 1970. 
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Arbeiten, auch geistige, schließlich von Sklaven verrichtet wurden, war es eines ge¬ 
bildeten Freien unwürdig, sich mit praktischen und nützlichen Dingen des täglichen 
Lebens zu beschäftigen. Wie ist es zu erklären, daß die Mathematik und speziell die 
Geometrie gerade in dieser Epoche eine so hohe Blüte erreichte und in vieler Hinsicht 
ihre bis heute gültige Form erhielt? Einen entscheidenden Einfluß auf diese Entwick¬ 
lung übten der athenische Philosoph Platon (um 400 v. u. Z.) und die von ihm ge¬ 
gründete Akademie aus. Für Platon waren die ursprünglich durch Abstraktion aus 
der Realität entstandenen Begriffe der Geometrie die besten Beispiele „abstrakter 
Ideen“, von deren Vollkommenheit die Realität nur unzulängliche Abbilder liefern 
kann. Unter dem Einfluß der idealistischen platonischen Philosophie wurde die 
Geometrie zum vornehmen Denksport einer müßiggehenden Oberschicht. Sie nahm 
dabei jene ästhetisch vollkommene aber weitgehend praxisfremde Gestalt an, von der 
ihr einiges bis in die Gegenwart anhaftet. 

Obwohl selbst nicht Mathematiker, beschäftigte sich Platon insbesondere intensiv 
mit der Methodik der geometrischen Konstruktionsaufgaben. Er führte die noch 
heute gebräuchliche Gliederung in Aufgabe, Analysis, Konstruktionsbeschreibung 
und Beweis der Richtigkeit der Lösung ein. Auch die Bevorzugung von Zirkel und 
Lineal (die später häufig als ein dogmatisches Verbot anderer Konstruktionsinstru¬ 
mente interpretiert wurde) geht auf Platon zurück. Die Ursachen dürften ideologi¬ 
scher Natur gewesen sein: Kreise und Geraden waren die vollkommensten und harmo¬ 
nischsten geometrischen Gebüde. Andererseits liegt die Benutzung von Dreiecken, 
Gelenkmechanismen und anderen Geräten verdächtig nahe bei handwerklicher 
Tätigkeit. Schon die bloße Vorstellung der mechanischen Bewegung einer geometri¬ 
schen Figur war den Platonikern verwerflich. 

Das klarste Bild von der platonischen Vorstellung der Mathematik vermitteln die 
berühmten „Elemente“ des Euklid (um 300 v. u. Z.). Keine der unzähligen in diesem 
Werk angegebenen Konstruktionsbeschreibungen ist wirklich als Anweisung zum 
praktischen Handeln gedacht. Die Lösung von Konstruktionsaufgaben erscheint 
hier nur noch als spezielle methodische Form des Beweisens von Sätzen. Diese Ein¬ 
stellung blieb 2000 Jahre lang bestimmend für die Behandlung der geometrischen 
Konstruktionen, ohne daß jedoch der in Kapitel 8 dieses Buches behandelte logische 
Charakter des „konstruktiven Beweisens“ bewußt wurde. 

Starke Impulse erhielten die Theorie der geometrischen Konstruktionen und in der 
Neuzeit weitere Gebiete der Mathematik durch das Fehlschlagen aller Versuche, die 
drei klassischen Probleme 

Dreiteilung des Winkels, 

Verdopplung des Würfels, 

Quadratur des Kreises 

mit Zirkel und Lineal zu lösen. Während das letzte Problem im Altertum einerseits 
zur Entwicklung approximativer Methoden (vor allem durch Eudoxos (etwa 408 bis 
355 v. u. Z.) und Auchimedes (etwa 287—212 v. u. Z.)) und andererseits auf wenig 
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fruchtbare Nebenwege (quadrierbare Kreisbogenzweiecke, Möndchensatz des Hippo- 
krates von Chios (um 440 v. u. Z.)) führte, in der Neuzeit aber die wesentlichste 
Triebkraft für die Auseinandersetzung mit dem Begriff der transzendenten Zahl 
bildete und schließlich durch den Beweis der Transzendenz von n gekrönt wurde 
(Ferdinand von Lindemann, 1852—1939), waren für die beiden ersten Aufgaben 
schon im Altertum zahlreiche Lösungen bekannt, die man mit Hilfe anderer Kon¬ 
struktionsmittel gefunden hatte. 

Mit dem Niedergang der griechischen Kultur und Wissenschaft zur Römerzeit 
trat eine lange Pause in der Entwicklung der Geometrie ein, in der viele bereits 
bekannte Resultate wieder in Vergessenheit gerieten. Aus der hochstehenden aber 
vorwiegend algebraisch ausgerichteten arabischen Mathematik ragt als für uns er¬ 
wähnenswert lediglich Abü'l-wafA (940—998) hervor, der sich mit Konstruktionen 
mit Lineal und fester Zirkelöffnung beschäftigte. Gerade dieses relativ gesuchte 
Problem wurde gegen Ende des 15. Jahrhunderts, als die Renaissance auch das 
Interesse an der Geometrie neu belebte, zu einer bevorzugten Liebhaberei von 
Mathematikern, Architekten und Malern. Albrecht Dürer (1471—1528), Leo¬ 
nardo da Vinci (1452—1519), Nicola Tartaglia (1500?—1557) und Lttdovico 
Ferrari (1522—1565) sind hier u. a. zu nennen. Ihre zahlreichen, zum Teil sehr 
scharfsinnigen Lösungen von Einzelaufgaben wurden durch den Satz von Ponoelet- 
Steiner gekrönt, wonach jede mit Zirkel und Lineal lösbare Aufgabe schon bei Vor¬ 
gabe eines einzigen Kreises samt Mittelpunkt mit dem Lineal allein lösbar ist. Dieser 
Satz wurde 1822 von Jean Victor Poncelet (1788—1867) in seinem Werk „Traite 
des proprietes projectives“ ausgesprochen, jedoch nach heutigen Begriffen nicht 
streng bewiesen. Den exakten Beweis gab der Schweizer Jacob Steiner (1786—1863) 
in seiner Arbeit„Die geometrischen Konstruktionen, ausgeführt mittels der geraden 
Linie und eines festen Kreises“ (1833), einer auch für heutige Ansprüche in Stil und 
Methode vorbildlichen Arbeit. 

Der Italiener Lorenzo Mascheroni (1750—1800) bewies 1797 („La Geometria del 
Compasso“), daß alle mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte mit dem Zirkel 
allein konstruierbar sind. Einen neuen Beweis für diesen Satz durch Anwendung 
eines einheitlichen Prinzips (Transformation mittels reziproker Radien) gab Afgttst 
Adler 1890. Im Jahre 1928 entdeckte der auch durch eigene Beiträge zur Theorie der 
geometrischen Konstruktionen hervorgetretene dänische Mathematiker Johannes 
Hjelmslev (1873—1950), daß sein Landsmann Georg Mohr (1640—1697) bereits 
1672 in einem Buch „Euclides Danicus“ für alle Aufgaben der ersten zehn Bücher 
Euklids Lösungen mit dem Zirkel allein angegeben hatte. Seitdem bezeichnet man 
den oben genannten Sachverhalt als Satz von Mohr-Mascheroni. 

Weit fruchtbarer auf die Gesamtentwicklung der Elementargeometrie als die bisher 
genannten Probleme wirkte sich die im 18. Jahrhundert (zuerst von Johann Hein¬ 
rich Lambert (1728—1777) und Lazare Nicolas MarguArite Carnot (1753 bis 
1823)) aufgeworfene Frage nach der Lösbarkeit von Konstruktionsaufgaben mit dem 
Lineal allein aus. Ihre schrittweise Lösung erfolgte in enger Wechselbeziehung mit 
der Entwicklung der — zunächst als Geometrie der Lage bezeichneten — projektiven 
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Geometrie. Charles-Julien Brianchon (1783—1864) wies bereits 1818 („Les 
applications de la theorie des transversales“) nachdrücklich auf die praktische 
Bedeutung der rein linearen Konstruktionen (Perspektive, Feldmessung u. a.) 
hin. 

Seit der Blütezeit der griechischen Mathematik hatte sich niemand mehr mit der 
praktischen Ausführbarkeit der Lösungen von geometrischen Konstruktionsaufgaben 
beschäftigt. Alle Konstruktionen waren für die unbeschränkte Zeichenebene und 
ideale unbeschränkte Instrumente ersonnen. Daß die Beschränktheit realer Zeichen¬ 
flächen und realer Instrumente Anlaß zu nicht nur nützlichen sondern auch mathe¬ 
matisch interessanten Untersuchungen geben kann, wurde erst im 17. Jahrhundert 
bemerkt. Eine Zusammenfassung der einschlägigen Methoden und Resultate gab 
1913 P. Zühlke [14]. In der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts begann man auch 
Fragen der Zeichengenauigkeit zu untersuchen. Edme Marie Joseph Lemoine 
(1751—1816) („La geom^trographie“, Paris 1902) ging von der Hypothese aus, daß 
die Ungenauigkeit einer Konstruktion mit der Zahl der Einzelschritte wächst und 
führte den Begriff der geometrographischen Lösung einer Aufgabe ein, d. h. einer 
Lösung mit nachweisbar minimaler Zahl von Einzelschritten. In Verfolgung dieser 
Idee konnten viele altbekannte Lösungen vereinfacht werden. 1 ) 

Wir haben in großen Zügen die Entstehung und Entwicklung einiger Seitenzweige 
der Theorie der geometrischen Konstruktionen verfolgt. Die Hauptentwicklungslinie 
wird durch die Begründung (RenIS Descartes, 1596—1650) und den Ausbau der 
analytischen Geometrie markiert. Sie lieferte universelle Methoden für die algebra¬ 
ische Analyse von Konstruktionsaufgaben und -instrumenten und damit erstmalig 
die Möglichkeit, die Unlösbarkeit gewisser Aufgaben zu beweisen. Als Beispiel eines mit 
algebraischen Methoden erzielten positiven Resultats mag der von Carl Friedrich 
Gauss (1777—1855) erbrachte Nachweis der Konstruierbarkeit des regulären Sieb¬ 
zehnecks mit Zirkel und Lineal dienen (siehe S. 217, Nr. 6). Der Kult, der mit diesem 
eigentlich eher als Kuriosum zu wertenden Resultat getrieben wurde (es galt vielen 
als bedeutendste Leistung von Gauss) ülustriert deutlich die negativen Auswüchse 
der Algebraisierung der Geometrie. Aus dieser Epoche ragt Jacob Steiner durch 
seine entschiedenen Bemühungen hervor, die Geometrie gegenüber der Algebra als 
eigenständige mathematische Disziplin zu bewahren. 

Nachdem sich seit dem Niedergang der griechischen Mathematik das allgemeine 
Interesse auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal oder gewisse Einschränkungen 
bzw. Erweiterungen dieser Instrumente konzentriert hatte, lenkte vor allem August 
Adler durch seine Untersuchungen über Parallel- und Winkellineal die Aufmerk¬ 
samkeit wieder auf die Fülle anderer Möglichkeiten. Unter dem Einfluß der Unter¬ 
suchungen David Hilberts (1862—1943) zu den Grundlagen der Mathematik be¬ 
gann man die älteren Resultate unter neuen, insbesondere beweis- und modell¬ 
theoretischen Aspekten zu sehen. Gegenwärtig erscheinen neue Arbeiten zu unserem 


x ) Vgl. J. Rettsoh, Planimetrische Konstruktionen in geometrographischer Ausführung, 
Leipzig 1904. 
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Thema vorwiegend unter systematisierenden 1 ) oder schulmethodischen 2 ) Gesichts¬ 
punkten. 

Als erste zusammenfassende Darstellungen der Theorie der geometrischen Kon¬ 
struktionen, die den Rahmen von Aufgaben—Lösungen—Sammlungen sprengten, er¬ 
schienen kurz nacheinander [6], [1] und [13], Eine ausführliche Darstellung der 
älteren Geschichte der geometrischen Konstruktionen findet man in [12], eine Fülle 
von Einzelfakten in den Fußnoten von [13] und im Anhang von [2]. 

x ) Siehe z. B. O. Krötenheerdt, Zur Theorie der Dreieckskonstrdktionen, Wiss. Zeitschr. 
Univ. Halle 1966, 677-700. 

2 ) Siehe z. B. M. Ebner. Geometrische Schülerarbeiten im Gelände, Teil 1 und 2, Verlag Volk 
und Wissen, Berlin 1958 bzw. 1960. 
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Teil III. Konstruktionen in affinen 
und euklidischen Ebenen 
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Das Lineal in affinen Ebenen 



In diesem Kapitel werden solche Konstruktionen behandelt, bei deren Ausführung 
und theoretischer Begründung man von der euklidischen Struktur der verwendeten 
realen (euklidischen) Zeichenflächen absehen kann, sie also nur als affine Ebenen be- 
nutzt. Als Sammelbezeichnung für Punkte und Geraden benutzen wir in diesem 
Kapitel das Wort Stücke. 

Wie schon in Abschnitt 9.3 ausgeführt wurde, ist rationale Abhängigkeit der 
Koordinaten der gesuchten Stücke von den Koordinaten der gegebenen Stücke be¬ 
züglich eines AKS notwendig, aber nicht hinreichend für deren Konstruierbarkeit 
mit dem Lineal allein. Um dennoch zu einer Charakterisierung der mit dem Lineal ■ 
allein ausführbaren Konstruktionen zu kommen, betrachten wir zunächst den in 
beliebigen affinen Ebenen 21 sinnvollen Instrumentensatz (L, P, Si), wobei P die in 
Abschnitt 5.1 definierte Parallelenoperation ist. Da die Ausführung von P(p,g) auch 
als Verbindung des eigentlichen Punktes p mit dem durch die Gerade g bestimmten 
uneigentlichen Punkt gedeutet werden kann, P und L zusammen also wie ein „ge¬ 
wöhnliches Lineal“ in der projektiven Abschließung von 21 wirken, bezeichnen wir 
den Instrumentensatz (L, P, Sj) als projektives Lineal (in affinen Ebenen). Die tech¬ 
nische Realisierbarkeit dieses Instrumentensatzes ist für das Folgende ohne Be¬ 
deutung. Man kann das projektive Lineal innerhalb gewisser Grenzen z. B. durch vier 
gelenkig zu einem Parallelogramm verbundene Lineale realisieren. 

Satz 1. Mit dem, projektiven Lineal sind in einer affinen Ebene aus gegebenen 
Stücken höchstens solche Stücke konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich eines be¬ 
liebigen AKS rational von den Koordinaten der gegebenen Stücke abhängen. Ist um¬ 
gekehrt aus den gegebenen Stücken ein AKS K — (p 0 , p l} p 2 ) {d. h. drei nicht kollineare 
Punkte) konstruierbar, so sind alle Stücke konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich K 
rational von den Koordinaten der gegebenen Stücke abhängen. 


15 Schreiber, Konstruktionen 
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Zum Beweis des ersten Teils ist in Ergänzung von Satz 1 (9.3.) nur noch zu zeigen, 
daß die Koordinaten der Geraden P(p, g) rational von den Koordinaten von p und g 
abhängen. Dies sei dem Leser überlassen. Zum Beweis des zweiten Teils ist zu zeigen: 

a) die Koordinaten jedes gegebenen Stückes sind (als Punkte auf der jeweiligen 
Achse) konstruierbar. 

b) Koordinaten sind von einer Achse auf die andere übertragbar. 

c) An Koordinaten auf einer gemeinsamen Achse sind die rationalen Grund¬ 
operationen ausführbar. 

d) Sind die Koordinaten eines Stückes konstruierbar, so ist das Stück selbst kon¬ 
struierbar. 

Die Beweise von a) und d) stimmen mit den entsprechenden Beweisen von Satz 2 
(Abschnitt 9.3) überein, wenn man statt der Lote auf die Achsen jeweils Parallelen 
zur anderen Achse benutzt. Auch die konstruktive Multiplikation und Division auf 
Grund der Strahlensätze kann aus Abschnitt 9.2 übernommen werden. Nur sind die 
dort mit Zirkel und Lineal konstruierten Parallelen jetzt als Grundkonstruktion 
anzusehen. Das Übertragen von Koordinaten von einer Achse auf die andere ge¬ 
schieht jetzt ebenfalls nach Strahlensatz, indem man durch die gegebene Koordinate 
die Parallele zu der Geraden durch die beiden Einheitspunkte des AKS zieht und deren 
Schnittpunkt mit der anderen Achse bestimmt. Eine Änderung gegenüber dem Vor¬ 
gehen mit Zirkel und Lineal ergibt sich lediglich bei der Addition und Subtraktion, 
wo jetzt die affine Definition (mittels zweifacher Parallelverschiebung) zugrunde¬ 
gelegt wird. Die Beschreibung der Konstruktion sei dem Leser überlassen. 

Als Beispiel von grundlegender inhaltlicher und methodischer Bedeutung be¬ 
handeln wir die Konstruktion des Mittelpunktes einer Strecke pip 2 mit dem projek¬ 
tiven Lineal unter Benutzung eines zu p u p 2 nicht kollinearen Hilfspunktes p a 
(Abb. 42 a): 

Pi> P 2 (Pi 4= P 2 ) 

4 

p 3 = ep(p 1 , p 2 , p nicht kollinear) 
gi = L(pi, Pa) 

g 2 = L(p 1} p 3 ) 
g 3 = L(p 2 , p 3 ) 
g 4 = P(P 2 > g 2 ) 
g 5 = P(Pi> gs) 

p 4 = Si(g 4 , g 5 ) (Daß g A und g 5 sich schneiden und daß der Schnittpunkt p 4 
g 6 = L(p 3 , p 4 ) von p 3 verschieden ist, folgt aus dem Parallelenaxiom 14) 

P 5 = Si(gi, g«) 

I 

Ps 




11. Das Lineal in affinen Ebenen 


227 


Das in Abschnitt 5.1 angegebene Modell aus vier Punkten für II bis 15 zeigt, daß die 
Existenz von p 5 (d. h. das Sichschneiden der Diagonalen eines Parallelogramms) 
nicht aus den affinen Inzidenzaxiomen folgt. Wir beweisen daher zunächst unter 
wesentlicher Benutzung der Zwischenaxiome: 

g 6 schneidet g x in einem Punkt p 5 mit (p x , p s , p 2 ). 


Aus den Ordnungsaxiomen folgt (vgl. Abschnitt 5.3, (1)) die Existenz eines Punktes 
p 6 zwischen p z und p 4 . Falls nicht schon p 6 6 g x und damit der gesuchte Punkt ist, 
ergibt Anwendung des Axioms von Pasch auf das Dreieck p z p 4 p 2 und g 7 = L(p x ^p 6 ) 



Abb. 42 


einen Punkt p 7 6 g 7 mit (p 3) p 7 , p 2 ) oder (p 2> p 7 , p 4 ). Wir verfolgen den ersten Fall 
(Abb. 42b). Der andere verläuft analog unter Vertauschung der Parallelogramm¬ 
ecken p z und p A . Es sei g s = P{p 6 , g z ). Da g z und g 5 parallel zu g 8 sind, liegt jede 
dieser Geraden ganz in einer der beiden Halbebenen bezüglich g e . Folglich liegen p Z) p 7 
in der gleichen Halbebene, p ly p A in der gleichen Halbebene, aber p z> p A in verschiede¬ 
nen Halbebenen wegen (p z , p 6 , p 4 ), demnach auch p 1} p 7 in verschiedenen Halbebenen, 
d. h., zwischen p x und p 7 liegt ein Punkt der Geraden g 6 . Wegen p 6 = Si(g 7 ,g z ) 
muß dies p 6 sein, d. h. (p l} p 6 , p 7 ). Anwendung des Axioms von Pasch auf das Dreieck 
PiPzPi und g 6 ergibt nun sofort, daß g 6 die Gerade g x zwischen p x und p 2 schneidet, was 
zu beweisen war. (Ein Schnitt von g 6 mit der Strecke p 2 p 7 ist wegen {p z , p 7> p 2 ) 
unmöglich.) Die scheinbar bei diesem Beweis nicht benötigte Voraussetzung g 2 1| g 4 
ist statt g z || g 5 im Fall (p 2> p 7) p A ) anzuwenden. 


15* 
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Es bleibt nun zu zeigen, daß der erhaltene Punkt p 5 tatsächlich der Mittelpunkt 
der Strecke p x p 2 (im Sinne der affinen Geometrie!) ist, d. h., daß die gerichtete 
Strecke P X P 5 zu sich selbst addiert, die Strecke P X P 2 ergibt. Dazu denken wir uns die 
in Abb. 42c dargestellte Hilfskonstruktion ausgeführt: 

9b = P{Vz> 9i)> 97 = P{Ps> 9i), P = {9i> 9s) 

(p existiert nach 14 als vierter Eckpunkt des Parallelogramms). Da nach Konstruk¬ 
tion g 2 , 9t, 9i paarweise parallel sind, ist das Dreieck PiPsP* bezüglich eines uneigent¬ 
lichen Perspektivitätszentrums p s zentralperspektiv zum Dreieck p 2 pp 9 . Da ferner 
nach Konstruktion die bei dieser Perspektivität einander entsprechenden Seiten g x 
und g e sowie g 5 und g z jeweils parallel sind, ist die Perspektivitätsachse uneigentlich, 
d. h. (Satz von Desabgtjes !), es ist auch g 6 1( L(p, p 2 ) (= g 9 ). Das letzte bedeutet aber, 
daß p x p 5 durch zweimalige Parallelverschiebung in p 6 p 2 übergeht, was zu zeigen war. 
Mit dem Nachweis, daß p 5 der affine Mittelpunkt der Strecke p x p 2 ist, haben wir 
zugleich den noch ausstehenden Beweis erbracht, daß der wie in Abb. 42 a aus p 1} p 2 
unter Benutzung von p z konstruierte Punkt p s unabhängig von der Wahl des Hilfs¬ 
punktes p z ist. (Dies kann man auch direkt zeigen.) 

Satz 1 eröffnet zwei Wege, den Anwendungsbereich des Instrumentensatzes (L, Sj) 
in affinen Ebenen zu klären: 

A. Durch die Betrachtung solcher Fälle, in denen die Operation P auf Grund 
spezieller Eigenschaften der gegebenen Figur durch eine (L, 8 !)-Konstruktion dar¬ 
stellbar ist, d. h. Aufsuchen von Bedingungen H, so daß (L, S x ) und (L, P, S x ) bezüg¬ 
lich H bedingt äquivalent sind (vgl. Abschnitt 8.7). 

B. Durch Benutzung von PKS statt AKS, d. h. im wesentlichen Auszeichnung 
einer eigentlichen Geraden g u der affinen Ebene 3t als uneigentliche Gerade der pro¬ 
jektiven Abschließung von 3t. Die zunächst mit dem gewöhnlichen Lineal nicht aus¬ 
führbare Operation P(p, g) geht dann über in L[p, S x (g, g u )y Der Spezialfall g || g u 
kann durch eine Hilfskonstruktion umgangen werden. 

Wir verfolgen zunächst A. 

Satz 2. Sind (auf Grund spezieller Eigenschaften der gegebenen Stücke S) zu zwei 
nichtparallelen Geraden g X} g 2 6 S durch jeden aus S konstruierbaren Punkt p die 
Parallelen mit dem Lineal allein konstruierbar , so ist P(p,g) aus S für jeden aus S 
konstruierbaren Punkt p und jede aus S konstruierbare Gerade g mit dem Lineal allein 
konstruierbar. 

Beweis. Gegeben seien g X) g 2) g, p mit g x schneidet g 2 und eventuell weitere 
Stücke. Gesucht ist P(p, g). Wir können annehmen, daß p § g (weü sonst g schon die 
Lösung wäre) und daß g weder zu g x noch zu g 2 parallel ist (da sonst P(p, g) 
= P(p,g x ) bzw. = P(p, g 2 ) nach Voraussetzung konstruierbar wäre). Wir betrachten 
zunächst den Fall, daß g , g lf g 2 nicht durch einen gemeinsamen Punkt gehen und p 
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auf keiner der drei Geraden liegt, deren Schnittpunkte wie in Abb. 43 bezeichnet 
seien, p soll zu dem p x zugeordneten Eckpunkt eines Dreiecks gemacht werden, das 
bezüglich eines Zentrums p s zu P 0 P 1 P 2 perspektiv ist und dessen Seiten zu g x bzw. g 2 

9? 9 .2 



parallel sind. Nach dem Satz von Desaegtjes muß dann die dritte Seite die Parallele 
P{p, g) sein. Als Perspektivitätszentrum p s kann jeder von p, p x verschiedene Punkt 
auf L(p, p x ) dienen, und bei praktischer Ausführung der Konstruktion wird man einen 
solchen beliebig wählen. Diese verläuft dann wie folgt: 

g, g l5 g 2 , p (g schneidet g x und g 2 , g x schneidet g 2 und die drei 
| Schnittpunkte sind verschieden, p (£ g u g x u g 2 ) 

Po = Si(gx, g 2 ) 

Pi = Si(g, gi) 

P 2 = Sx(g, g 2 ) 
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K(g,gi,g 2 ,p) 


[ g 3 = L(p, p x ) (p =f= p x , da p (£ g x nach Voraussetzung) 
g 4 = P(p, gj) (nach Voraussetzung konstruierbar) 

Vs = e Pi(Pi € g 3 a p* 4 = p, Pi) 

g 5 = L(p s , p 0 ) (Wäre p s = p 0 , so p 0 , Pi, p kollinear, aber 

g 6 = L(p s , p 2 ) (Wäre p 5 = p 2 , so p u p 2 , p kollinear, aber 
Pi 9) 

p 3 = S 1 (g 4 , g 5 ) (g 5 schneidet g 1} also auch die zu g t echt 
parallele Gerade g 4 ) 

g 7 = P(p 3 , g 2 ) (nach Voraussetzung konstruierbar) 

P 4 = Si(g 7 , g 6 ) (Begründung analog p 3 ) 

g 8 = L(p, p 4 ) (Wäre p = p 4 , so p, p 2 , p 5 , p x kollinear, aber 

gs (= P(P> g)) 


Es bleibt zu zeigen: 

a) Der willkürlich gewählte Punkt p a kann prinzipiell durch einen konstruierten 
Punkt ersetzt werden: Da g 3 sowohl g x als auch g in p x schneidet, schneidet g 3 auch die 
dazu parallelen Geraden P(p 2 ,9i) bzw. P(p 0 , g). Wenigstens einer dieser beiden. 
Schnittpunkte ist aber von p (und beide sind von p x ) verschieden. 

b) Falls p auf g x oder auf g 2 liegt oder die Geraden g, g l} g 2 koinzident sind (d. h. 
Po 6 g), kann man zu konstruierbaren anderen Repräsentanten der durch g t bzw. 
g 2 gegebenen uneigentlichen Punkte übergehen, so daß die neue Figur die Voraus¬ 
setzungen der obigen Konstruktion erfüllt. 

Das Resultat aller unserer Überlegungen läßt sich in dem auf S. 231 angegebenen 
(abgekürzten) Flußdiagramm zusammenfassen. 

Auf Grund von Satz 2 reduziert sich das Problem A auf die Betrachtung von Be¬ 
dingungen, unter denen in einer bestimmten Richtung durch jeden Punkt mit dem 
Lineal allein die Gerade gelegt werden kann. 

Satz 3. Befinden sich unter den gegebenen Stücken zwei parallele Geraden g l} g 2> so 
kann unter Benutzung geeigneter Hilfselemente zu jedem Punkt p 0 die Gerade P(p 0 , g\) 
(= P(p 0 , g 2 )) mit dem Lineal allein konstruiert werden. 

Zum Beweis geben wir eine Konstruktion von P(p 0 , <fr) an und beweisen deren 
Ausführbarkeit unter den vorausgesetzten Bedingungen. 

gi> g 2 > Po(gi II g 2 a Po $ gi u g 2 ) (Abb. 44) 

9z = £g(Po € g a g schneidet g x ) 



11. Das Lineal in affinen Ebenen 


231 


g> gi> g 2 > P (gi schneidet g 2 ) 



Es folgt: g 3 schneidet g 2 . 

Pi = Sife, gl) 

P2 = Si(g 3> g 2 ) 

p 3 = sp(p € g 3 a p =# po a (p 2 , pt, p) a | (po, p, p 2 )). 

Diese Wahl des Hilfspunktes p 3 garantiert, wie sich zeigt, die Existenz aller 
folgenden benötigten Schnittpunkte. 

g 4 = eg(p 3 6 g 4 a g 4 schneidet gi a g 4 4 = g 3 ). 
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Es folgt: g A schneidet g 2 . 

P4 = Si(g4 5 g 2 ) 

Ps = Si(g 4} gi). 

Aus (p 2 > Pu Pa) und g 2 |] g x folgt (p 4 , p b , p 3 ). 
g 5 = L(p 1? p 4 ) 

Pi 4= Pa wegen p x £ g u Pa € g 2 , g x II g 2 . 

ge = L(P 2? Ps) 

Rechtfertigung analog g h . 

Pe = Sj(g 5 , g 6 ) 

Beweis der Existenz von p 6 : g 5 trifft wegen (p 2 , p x , p 3 ) das Dreieck p 2 p 5 p 2 und verläßt 
es wegen (p 4 , p 5> p 3 ) und p 4 = $ 1 ( 05 ,0 4 ) nicht durch die Seite p 3 p 5 . Daher existiert ein 
Schnittpunkt p 6 von g 5 und g 6 mit (p 2 , p 6 , p 5 ). 

g 7 = L(p 3 , p 6 ) 

Va 4= Pa, da nach Konstruktion p 3 und p 6 auf verschiedenen Seiten von g x liegen, 
gs = L(p 0 , p 4 ) 

p 0 =f= Pa, da g 3 und g A nur p 3 gemeinsam haben. 

P7 — Si(g 7 , g 8 ) 

Wegen (p 2 , p 6 , p b ) liegen p 2 und p b auf verschiedenen Seiten von g 7 . Da —, (p 0 , p 3) p 2 ) 
bei der Wahl von p 3 vorausgesetzt war, ist p 0 € Halbebene(g 7 , p 2 ), während wegen 
{Pa> Ps> Pa) Pa € Halbebene(g 7 , p 5 ) gilt. Daher schneidet g 8 die Gerade g 7 in p 7 mit 
{Po> Pu Pa)- 

gs = L(P 2 > P?) 

Ps = Si(g4, gs) 
go = MVo> Ps) 

go 

Es bleibt zu zeigen, daß p 8 existiert und daß g 0 || g x ist. Dazu denken wir uns noch 
g' 0 — P{p 0 , g x ) gezogen, und bezeichnen dann S x (gQ, gr 4 ) mit p 3 . Nach Konstruktion 
haben die Dreiecke p x p b p$ und PoP 3 p 7 das Perspektivitätszentrum p 3 . Da g 5 und g 3 
sich in p A € g 2 schneiden und g t und g' Q sich im uneigentlichen Punkt von g 2 schnei¬ 
den, ist g 2 die Perspektivitätsachse, d. h., g 6 und L(p' 6 , p 7 ) schneiden sich in p 2 . 
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Abb. 44 


Das bedeutet aber: p 8) p 2 , p 7 sind kollinear, d. h., g 9 schneidet g A wie behauptet, 
und wegen p 8 = p' ist auch g Q — g' 0 ; also gilt g 0 || g x . 

Satz 4. Befinden sich unter den gegebenen Stücken drei äquidistante kollineare 
Punkte Pi,p 2 ,p 3 , so kann unter Benutzung eines geeigneten Hilfspunktes zu jedem 
Punkt p 0 die Gerade P(p 0 , L(p 1} p 2 )) mit den Lineal allein konstruiert werden. 

Mit g 0 bezeichnen wir die zur Konstruktion selbst nicht benötigte Gerade L(p ly p 2 ). 
Wir konstruieren (Abb. 45): 

Pi> P 2 , p 3 > Po (Pa = M(p 1} p 2 ) a pu p 3 , Po nicht kollinear) 

I 

gi = L(Pi, Po) 
p 4 = ep(p 1? po, p) 
g 2 = L(p 2 , p 4 ) 
g 3 = L(p 3 , p 4 ) 
g 4 = L(p 0 , p 2 ) 

9z schneidet gr 4 : g 4 trifft A P\PzPi in Po {Pi, Po> Pt)- Da g A und g 0 wegen (p u p 3 , p 2 ) 
sich außerhalb der Strecke p x p 2 schneiden, existiert nach dem Axiom von Pasch ein 
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Punkt p 5 mit p 5 6 g* und (p z , p s , p 4 ) 

Ps = Si(g3» g 4 ) 
g 5 = L(p 1} p 5 ) 

p 6 = S^gs, g 2 ) (Zum Existenzbeweis Axiom von Pasch auf g 5 und PzPzPi 

anwenden!) 

ge = L(Po> Pe) 
ge 



Es bleibt zu zeigen: g 6 1| g 0 . Wir denken uns p lt p 2 , p 4 durch p 7 zum Parallelogramm 
mit der Diagonalen g 0 ergänzt (siehe Abb. 45). Dann ist nach einem früheren Beweis 
p z der Schnittpunkt der Diagonalen. Daher ist PoPePt bezüghch des Zentrums p 5 
zentralperspektiv zu p 2 pip 7 . Da nach Konstruktion zwei Paar zugeordneter Drei¬ 
eckseiten paarweise parallel sind, ist die Perspektivitätsachse uneigentlich, d. h., es 
ist auch g 6 1 | g 0 . 

Eine weitgehende Verallgemeinerung von Satz 4 ist 

Satz 5. Befinden sich unter den gegebenen Stücken drei kollineare Punkte p ly p 2 , p 2 
mit bekanntem rationalem Teilverhältnis, so kann unter Benutzung geeigneter Hilfs¬ 
elemente zu jedem Punkt p Q die Gerade P(p 0 , L(p 1} p 2 )) mit dem Lineal allein durch eine 



11. Das Lineal in affinen Ebenen 


235 


elementare Konstruktion erhalten werden . Gilt eine der Prüfrelationen gj || g 2 ?, 
p 3 == M(pj, p 2 )? als entscheidbar, so gibt es eine nichtelementare Konstruktion, die zu 
p 0 , p ly p 2 , p z , wobei p x , p 2 , p 3 kollineare Punkte mit rationalem jedoch nicht bekanntem 
Teilverhältnis sind, die Gerade P(p 0 , L(p ly p 2 )) liefert. 

Zum Beweis von Satz 5 ist eine Reihe von Vorbetrachtungen erforderlich, die in 
diesem Zusammenhang Hilfscharakter haben, jedoch eine bedeutende selbständige 
Rolle beim Übergang von affinen zu projektiven Methoden spielen. 

In einer projektiven Ebene (insbesondere im projektiven Abschluß einer affinen 
Ebene) definieren je vier Punkte p ly p 2 , Ps> Pa in allgemeiner Lage ein sogenanntes 
vollständiges Vierseit, bestehend aus p x ,..., p A (Ecken des Vierseits genannt), den sechs 



9 % 



Abb. 46 


Yerbindungsgeraden < 7 ^ = L(pi, Pj) (Seiten des Vierseits genannt) und den drei von 
Pu • ••> Pa verschiedenen Schnittpunkten der Seiten, die Diagonalpunkte des Vierseits 
heißen und bei eigentlichen p l} ..., p A teilweise uneigentlich sein können. Abb. 46 a, b 
zeigen zwei Vierseite mit den Diagonalpunkten p', p", p"' und grundverschiedenen 
Anordnungseigenschaften, woraus sofort folgt, daß es keinen Sinn hat, im allgemeinen 
zwischen „äußeren Seiten“ und „Diagonalen“, „äußeren und inneren Diagonal¬ 
punkten“ oder ähnlichem zu unterscheiden. 

Ein Punktepaar pi,Pj heißt harmonisch konjugiert zu einem Punktepaar p k , p t , 
wenn p x , Pj verschiedene Ecken eines Vierseits, p k der auf L(pi, pf) gelegene Diagonal¬ 
punkt und pi der Schnittpunkt von g {j mit der durch die beiden anderen Diagonal¬ 
punkte gehenden Geraden ist. Demnach ist in Abb. 46a (b) p x , p 4 harmonisch kon- 
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jugiert zu p’", p 0 , aber z. B. auch p x , p 3 harmonisch konjugiert zu p‘, p' 0 . Die Be¬ 
zeichnung als harmonisch zueinander konjugierte Punktepaare ist dadurch gerecht¬ 
fertigt, daß man beweisen kann: Ist p{, pj harmonisch konjugiert zu p k , p x , so ist auch 
p k , pi harmonisch konjugiert zu Pi, Pj und p i} Pj harmonisch konjugiert zu p h p k . 
Berner läßt sich zeigen, daß harmonisch konjugierte Punktepaare einander trennen (im 
Sinne der in Abschnitt 5.5 eingeführten Ordnungsrelation der projektiven Geometrie). 
Für den Beweis der genannten Sätze verweisen wir auf [5]. 

Hilfssatz 1. Zu je drei kollinearen und paarweise verschiedenen Punkten p x , p 2 , p 3 
existiert genau ein Punkt p A , so daß p x , p 2 harmonisch konjugiert zu p 3 , p 4 ist. Dieser 
Punkt heißt der vierte harmonische Punkt zu p x , p 2 , p 3 und ist eigentlich , falls p lf p 2) p 3 
eigentlich sind und p 3 nicht der Mittelpunkt von p x , p 2 ist. Unter diesen Voraussetzungen 
ist er mit dem Lineal allein aus p x , p 2 , p 3 (unter Benutzung geeigneter Hilfselemente) 
konstruierbar. 


Den Existenzbeweis durch Konstruktion führen wir für den Fall, daß p 3 zwischen 
Pi und p 2 liegt. Der andere Fall (der übrigens im folgenden nicht benötigt wird) sei 
dem Leser zur Übung empfohlen. Der Beweis, daß das Resultat der Konstruktion un¬ 
abhängig von den verwendeten Hüfselementen ist oder mit anderen Worten, daß der 
vierte harmonische Punkt eindeutig bestimmt ist, läßt sich leicht mit Hilfe des 
Desarguesschen Satzes führen. Wir verweisen auf [5]. Ist die Eindeutigkeit des vierten 
harmonischen Punktes schon bekannt, so ist leicht zu sehen, daß der vierte harmo¬ 
nische Punkt zu pi, p 2 , M(p x , p 2 ) der uneigentliche Punkt der Geraden L(p x , p 2 ) ist: 
Man wähle als Vierseit ein über der Diagonalen p x , p 2 errichtetes Parallelogramm. 
Dann ist M(p x , p 2 ) ein Diagonalpunkt auf L(p x , p 2 ), die beiden anderen Diagonal¬ 
punkte sind uneigentlich, also auch der Schnittpunkt der durch sie gehenden (un¬ 
eigentlichen!) Geraden mit L(p x , p 2 ). Man erkennt nachträglich, daß dieser Sach¬ 
verhalt der zum Beweis von Satz 4 angegebenen Konstruktion zugrundeliegt (vgl. 
Abb. 45): p x und p 2 sind Ecken des Vierseits p x , p 2 , p 4 , p 3 ; p 3 ist der auf g 0 liegende 
Diagonalpunkt. Folglich schneidet die Gerade durch die beiden anderen Diagonal¬ 
punkte Po, Po die Gerade g 0 im vierten harmonischen Punkt zu p x , p 2 , p 3 , d. h. im 
uneigentlichen Punkt, da p 3 — M(p x , p 2 ) nach Voraussetzung. Man sieht sofort, daß 
man diese Konstruktion mit geringfügigen Änderungen für den allgemeinen Fall der 
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes zu p x , p 2 , p 3 mit (p x , p 3 , p 2 ) über¬ 
nehmen kann. Nur p 0 ist jetzt als zu p x , p 2 nicht kollinearer Hilfspunkt zu wählen. Ist 
p 3 =}= M(pi, p 2 ) vorausgesetzt, so ist der vierte harmonische Punkt eigentlich, folglich 
muß g ß die (jetzt zu konstruierende) Gerade g 0 schneiden. Der Schnittpunkt ist das 
Endresultat der Konstruktion. 

Für kollineare Punkte p x , p 2 , p 3 mit p x 4= p 2 und p 3 4= P 2 sei 


TV(p x ,p 2 ;p 3 ) := ^ 




P 1 P 3 

PUP* \ 

MP 3 
MP* 


falls (p x , p 3 , p 2 ), 


sonst 
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das Teilverhältnis von p z bezüglich p x , p 2 . Die Definition ist so zu verstellen, daß die 
Streckenlängen bezüglich einer beliebigen Einheitsstrecke in Zahlen gemessen und 
durcheinander dividiert werden, wobei sich die Abhängigkeit von der gewählten Maß¬ 
einheit herauskürzt. Damit ist zugleich klar, daß das Teüverhältnis dreier kollinearer 
Punkte ein Begriff der affinen Geometrie, insbesondere bei affinen Abbüdungen in¬ 
variant ist. Die scheinbar willkürliche Vorzeichen Verteilung merkt man sich am besten, 
indem man die Strecken als gerichtet ansieht. Liegt der Teüpunkt p z zwischen p x und 
p 2 , so sind PipI und p 2 p z entgegengesetzt gerichtet, folglich ist der Quotient negativ. 
Liegt der Teilpunkt p z außerhalb der zu teilenden Strecke, so sind p x p z und p 2 p z 
gleichgerichtet, demnach ist der Quotient positiv. Abb. 47 stellt den numerischen 



Verlauf der durch f PliPt (p z ) := TV{p x , p 2 , ; Pz) auf der Geraden L(p 1} p 2 ) definierten 
Abbildung f PuPi in den Koordinatenkörper der betrachteten Ebene dar. Ist x ein 
beliebiges von 1 verschiedenes Element des Koordinatenkörpers K, so gilt für den- 

X 

jenigen Punkt p z , der bezüglich der Einheitsstrecke p x p 2 die Koordinate -hat, 

x — 1 

TV(p 1} p 2 ;Pz) = x > d. h., f PitPa ist eine eindeutige Abbüdung auf K \ { 1 }. Wegen 
lim TV{pu p 2 ; Pz) — 1 (Pu uneigentlicher Punkt von L{p u p 2 )), lim TV(p u p 2 ; p z ) 

Ps-*Pu Ps“>Pa 

= ±00 ist es sinnvoll, f Pi>Pt zu einer eineindeutigen Abbildung der projektiven 
Geraden auf den um ein „ideales Element“ 00 ergänzten Koordinatenkörper fort¬ 
zusetzen. 

Hilfssatz 2 . Bei einer Zentralprojektion einer Geraden g x auf eine dazu parallele 
Gerade g 2 bleibt das Teilverhältnis invariant , d. h., ist g x || g 2 , p s ^ g t u g 2} p X) p 2 , p z 6 g x , 
pi, p 2 , Pz € g 2 und pi , p\, p s kollinear (i = 1 , 2, 3), so ist TV{p u p 2 ; p z ) = TV{P[,p 2 ; p z ) 
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(Abb. 48; p 3 kann jedoch auch zwischen g x und g 2 oder auf der g x entgegengesetzten 
Seite von g 2 liegen). 

Wegen der Definierbarkeit des TV durch „zwischen“ genügt es grundsätzlich zu 
zeigen, daß Zentralprojektionen die letzte Relation invariant lassen. Dazu wende man 
das Axiom von Pasch auf L(p 2 , p 2 ) und die Dreiecke PiPzPi bzw. p' x p z p z an (voraus¬ 
gesetzt: [p x , p z , p 2 )). Ein direkter elementarer Beweis ergibt sich mit Hilfe der Strah¬ 
lensätze: Mit den Bezeichnungen von Abb. 48 ist (wegen Parallelität von g x und g 2 ) 
a:b — a':b' = c:d, demnach a:c — b:d. 


Für kollineare Punkte p x , p 2) p z , p 4 mit p x 4 = p 2 , p z 4 = p 2 , p 4 4 = p 2 , p 4 4 = p x sei 


DV{p x ,p 2 ;p z , p 4 ) 


PV{p x ,p 2 ;p 4 ) 


das Doppelverhältnis von p z , p 4 bezüglich p x , p 2 . Das Doppelverhältnis spielt als 
wesentliche numerische Invariante der projektiven Abbildungen eine analoge Rolle 



in der projektiven Geometrie wie das Teil Verhältnis in der affinen Geometrie. Uns 
interessiert im jetzigen Zusammenhang nur folgender Spezialfall: 

Vier kollineare und paarweise verschiedene Punkte p x , p 2 , p z , p 4 heißen harmonisch 
gelegen , wenn DV(p x ,p 2 ‘, p z , p 4 ) = — 1 ist. Dafür ist offenbar notwendig und hin¬ 
reichend, daß 

a) p z ein innerer und p 4 ein äußerer Punkt der Strecke p x p 2 ist oder umgekehrt, 

b) die Beträge des inneren bzw. äußeren Teilverhältnisses gleich sind. 

Daraus folgt sofort: Zu je drei kollinearen und paarweise verschiedenen Punkten 
Pu Pu Pz existiert genau ein Punkt p 4 , so daß p x , p 2 , p z , p 4 harmonisch gelegen sind. 
(Ist p z = M(p x , p 2 ), so ist p 4 imeigentlich und umgekehrt.) 

Hilfssatz 3. Für beliebige kollineare und paarweise verschiedene Punkte p x ,p 2 ,p z ist 
der vierte harmonische Punkt p 4 derjenige Punkt, für den DV(p x ,p 2 ; p z , p 4 ) = —1 ist. 
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(Auf Grund von Hilfssatz 3 können wir die zur korrekten Stellung des Problems 
eingeführte Redeweise „p x , p 2 , p 3 , p 4 sind harmonisch gelegen“ wieder aufgeben und 
auch bei DV(p x , p 2 ; p 3 , p 4 ) = — 1 von harmonisch konjugierten Punktepaaren 
sprechen.) 

Zum Beweis von Hilfssatz 3 betrachten wir vier Punkte mit DV(p x , p 2 ; p 2 , p 4 ) 
= — 1. Dabei sei etwa p 3 der innere und p 4 der äußere Teilpunkt von p 1 p 2 (Abb. 49). 
Wir wählen einen beliebigen zu p x , p 2 nicht kollinearen Punkt p 5 und bestimmen p 6 
so, daß p 2 , Pi, p 5 , p 6 ein Parallelogramm bilden. p 7 sei der Schnittpunkt von L(p 3 , p 5 ) 
und L(p 2 , p 6 ) und p 3 der Schnittpunkt von L(p 7 , p x ) und L(p 5 , p 6 ). Da p 7 eine Zentral¬ 



projektion q> von g x auf g 2 (Bezeichnungen der Abb. 49) mit <p{p 2 ) = p 9 , <p{p 2 ) = p b 
und <p(p x ) = p 8 vermittelt, ist TV(p x , p 2 ; p 3 ) = TV(p 8 , p 6 ; p 5 ), also wegen p 5 p 6 a* p 2 p 4 
auch p a p 5 ^ p x p 4 . Das bedeutet mm aber, daß auch PuPdPzP*, ein Parallelogramm 
bilden, d. h. g 3 1| g 4 . Damit sind aber p b p 4 p 9 und p x p 9 p 2 achsenperspektiv bezüg¬ 
lich der uneigentlichen Geraden. Nach dem Satz von Desabgttes haben daher g 5 , g % 
und g 7 einen (eigentlichen oder uneigentlichen) gemeinsamen Punkt p xo . Daher sind 
p 9 und p xo sowie p 3 die Diagonalpunkte des Vierseits p x p 2 p 5 p 7 , d. h., p x , p 2 ist harmo¬ 
nisch konjugiert zu p 3 , p 4 . 

Nun sind wir imstande, Satz 5 zu beweisen. Gegeben seien p x , p 2 , p 3 mit (p x , p 3 , p 2 ) 

77b 

und TV(p x , p 2 ; p 3 ) — -. Dabei können wir m dp n annehmen, da sonst die Paralle- 

n 

len zu L(p x , p 2 ) schon nach Satz 4 konstruiert werden können. Es sei also n < m 
(sonst vertausche man p x und p 2 ). Die Konstruktion des vierten harmonischen Punk- 
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tes p 4 nach Hilfssatz 1 liefert DV(pi, p 2 ; p 3 , Pi) = — 1. Dabei müssen die Punkte in 
der Reihenfolge p x , p 3 , p 2 , Pi liegen. Wählt man die Einheitspunkte eines KS so, 
daß pi Nullpunkt ist, p z die Koordinate m hat, so hat p 2 die Koordinate m -f- n und 

j• -rr X + m + n m n{m + w) 

Pi die Koordinate m -f- n -f- x mit-= —, folglich x = -. Daher 

x n m — n 


ist TV{p x ,Pi\p 2 ) = - 


m -f- n 


m — n 


Man erhält also mit dem Lineal 


allein aus einer im Verhältnis m:n geteilten Strecke eine im Verhältnis (m — n):n 
geteilte Strecke, arithmetisch gesprochen: aus einem Paar natürlicher Zahlen 
(m, n) mit n<m (wobei wir noch m und n als teilerfremd annehmen können) ein 
Paar (m — n, n) bzw. (n, n — m), je nachdem, ob m — n ^ n oder m — n < n. 
Sind m und n im voraus bekannt, so führt die Wiederholung dieses Prozesses in einer 
ebenfalls im voraus bestimmbaren Anzahl von Schritten zu einer im Verhältnis 1:1 
geteilten Strecke, auf die man Satz 4 anwenden kann. 

Geht man bei der skizzierten Konstruktion von drei Punkten mit rationalem aber 
unbekanntem Teilverhältnis aus, so ist die Anzahl der auszuführenden Schritte nicht 
mehr im voraus bestimmbar. Gilt eine der in Satz 5 genannten Relationen als ent¬ 
scheidbar, so kann man aber noch eine nichtelementare Konstruktion angeben, indem 
man die Fortsetzung bzw. Wiederholung des Prozesses davon abhängig macht, ob 
die drei zuletzt erhaltenen Punkte im Verhältnis i: 1 geteüt sind oder, was gleich¬ 
wertig ist, ob der erneute Versuch der Konstruktion des vierten harmonischen 
Punktes zu einem uneigentlichen Resultat, d. h. einer zu L(p 1} p 2 ) parallelen Geraden 
führt: 


1. Variante: 


Po» Pi» Pa» Pa (TVCpx, p 2 : p 3 )' < 0 u. rational, 
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2. Variante: 



Wenden wir uns nun kurz dem allgemeinen Fall der Linealkonstruktionen in 
affinen Ebenen zu. Gegeben (bzw. konstruierbar) seien wenigstens vier Punkte p 1} p 2 , 
p 3 , p A in allgemeiner Lage. Sind zwei Diagonalpunkte des durch p u p 2 , p 3 , p 4 definier¬ 
ten Vierseits uneigentlich, so bilden p u p 2 , p 3 , p 4 ein Parallelogramm. Folglich sind in 
zwei verschiedenen Richtungen je zwei Parallele konstruierbar, d. h., wir befinden 
uns nach Satz 2 und 3 im Anwendungsbereich der Methode A. Es seien nun zwei 
Diagonalpunkte eigentlich, etwa 

p' = S^Lfa, p 3 ), L{p 2 , p 4 )), p" = S^Lfa, p 2 ), L(p 3 , p 4 )). 

Wir wählen p 1 als Ursprung, p' und p" als Einheitspunkte und L(p 2 , p 3 ) als uneigent¬ 
liche Gerade g u eines projektiven Koordinatensystems (Abb. 46b) und führen die 
algebraische Analyse der gestellten Aufgabe bezüglich dieses PKS durch. Genau 
dann, wenn die Koordinaten der gesuchten Stücke rational von den Koordinaten der 
gegebenen Stücke abhängen, ist die Aufgabe mit dem Lineal lösbar. Der Beweis ist 
analog zum Beweis von Satz 1. Wo dort P(p, g) auszuführen ist, hat man sinngemäß 
L(p, (g, g u fj auszuführen, falls g und g u sich schneiden, bzw. P(p, g), falls g || g u . Das 
ist aber nach Satz 3 mit dem Lineal möglich. 

Ein wichtiges Anwendungsgebiet der Konstruktionen mit dem Lineal allein ist die 
auf den projektiven Eigenschaften der Kegelschnitte beruhende punktweise Kon¬ 
struktion eines Kegelschnittes t aus fünf gegebenen Punkten bzw. Tangenten von f. 
Für diese Konstruktionen, die über die Abschnitte 5.2 und 5.5 wesentlich hinaus- 


16 Schreiber, Konstruktionen 
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gehende Kenntnisse der projektiven Geometrie erfordern, verweisen wir auf [6, V, 
insbesondere § 14] und behandeln hier nur kurz einen Satz dieses Themenkreises, der 
am angegebenen Ort nicht erwähnt, aber hier an späterer Stelle benötigt wird: 

Satz von Oblath. 1 ) Bei Vorgabe eines beliebig kleinen Teilbogens b eines nicht- 
ausgearteten Kegelschnittes f {Kreis, Ellipse , Hyperbel , Parabel) sind die Schnittpunkte 
einer beliebigen Geraden mit f mit dem Lineal allein konstruierbar . 

Der folgende Beweis stammt von F. Hüttemann. 2 ) Dazu einige Vorbetrachtungen: 
Nach dem Satz von Pascal (siehe [5, V]) kann man schon bei Vorgabe von nur fünf 
Punkten von f an jeden gegebenen Punkt von f mit dem Lineal allein die Tangente 
konstruieren. Ist ferner bereits ein Schnittpunkt von g 0 mit f bekannt, so ergibt sich 



aus dem Pascalschen Satz eine Linealkonstruktion für den zweiten Schnittpunkt 
unter Verwendung von nur vier weiteren Punkten von I. Daher können wir uns beim 
Beweis des Satzes von Oblath auf den Fall beschränken, daß die gegebene Gerade g 0 
das gegebene Stück b von t nicht trifft. 

Sind p', p" die Schnittpunkte einer Geraden g x mit einem nichtausgearteten Kegel¬ 
schnitt f, g' bzw. g" die Tangenten an l. in p' bzw. p", so heißt der (eventuell un- 


*) Monatsh. Math. u. Phys. 15 (1916), 295—298. 
2 ) Jahresbericht d. DMV 48 (1933), 184-186. 
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eigentliche) Schnittpunkt p x von g' und g" der Pol von g x bezüglich f und ferner g 1 
die Polare von p x bezüglich f (Abb. 50). Wir benötigen folgenden hier nicht bewiesenen 

Hilfssatz. Ist g x Polare von p x bezüglich t, so schneidet eine beliebige Gerade g 4 durch 
Pi den Kegelschnitt f entweder überhaupt nicht oder in zwei Punkten, die zu p 1} Si(g lf g 4 ) 
harmonisch konjugiert sind. 

Die Konstruktion der Schnittpunkte von g 0 und t nach Hüttemann verläuft nun 
wie folgt (Abb. 50): Man wähle eine Hüfsgerade g 1} die g 0 in einem Punkt p 0 (außer¬ 
halb f) und das gegebene Stück b von f in p', p" schneidet, so daß der Pol p x von g x 
bezüghch l eigentlich ist und der zwischen p',p" befindliche Teilbogen von b auf der 

-Seite von g x liegt (d. h., man schneide ein „hinreichend flaches“ Teilstück von b 
ab). Laut Vorbetrachtung ist p x und damit auch g 2 = L(p 0 , p x ) konstruierbar. Nun 
konstruiere man die vierte harmonische Gerade g z zu g x , g 2 \ g 0 . Ist p 2 ein SchnittpuUkt 
von b und g z , so sei g 4 — L(p x , p 2 ), p z = S x (g A , g x ), p 4 = S x (g 4 , g 0 ). Dann sind wegen 
der harmonischen Lage der Geradenpaare g x , g 2 und g z , g 0 auch die Punktepaare p z , p x 
und p 2 , p 4 harmonisch konjugiert. Nach dem Hilfssatz ist daher der konstruierte 
Punkt p 4 ein gemeinsamer Punkt von g 4 und f, folglich auch von g 0 und l. 

Ist umgekehrt p 4 ein Schnittpunkt von f und g 0 , so sei g 4 = L(p i} p x ), p z = S x {g 4 , g x ), 
p 2 der vierte harmonische Punkt zu p x ,p z ; p 4 . Läge p 4 zwischen p x und p z , so auf b. 
Wir können daher annehmen, daß p 2 zwischen p x und, p z , also auf b liegt. Demnach 
erhält man auch alle Schnittpunkte von <jr 0 und f nach der oben beschriebenen Kon¬ 
struktion. 

Wir schließen dieses Kapitel mit einer klassifizierenden Behandlung derjenigen 
Fälle, in denen aus den gegebenen Stücken mit dem Lineal nicht vier Punkte in all¬ 
gemeiner Lage konstruierbar, folglich die oben behandelten allgemeinen Methoden 
nicht direkt anwendbar sind. Wie sich zeigt, ist in allen (nach unserer etwas willkür¬ 
lichen Einteilung sechs) Fällen die Menge der ohne Hüfselemente konstruierbaren 
Stücke endlich und die Menge der unter Benutzung von Hilfselementen konstruier¬ 
baren Stücke leicht überschaubar (Abb. 51). Für das Folgende ist es zweckmäßig, die 
Schnittpunkte gegebener Geraden gleich zu den gegebenen Stücken zu rechnen. 

Fall 1. Es sind überhaupt keine Punkte, d. h. nur endlich viele paarweise parallele 
Geraden gegeben. 

Andernfalls sind die gegebenen Punkte entweder kollinear (Fall 2 bis 5) oder nicht 
(Fall 6 ). 

Fall 2. Es sind nur kollineare Punkte und (außer eventuell der diese Punkte ent¬ 
haltenden Geraden g 0 ) keine Geraden gegeben. 

Sind außer den Punkten, die auf einer Geraden g 0 liegen, (und eventuell g 0 ) weitere 
Geraden gegeben, so dürfen keine Schnittpunkte außerhalb g 0 entstehen, d. h., 

Fall 3. diese Geraden sind parallel zu g 0 oder 

Fall 4. sie sind einander parallel und schneiden g 0 oder 


16* 
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Fall 5. sie schneiden g 0 alle im gleichen Punkt. 

Die Fälle 4 und 5 überschneiden sich, falls (außer eventuell < 7 0 ) genau eine gr 0 schnei¬ 
dende Gerade gegeben ist. Der Fall 5 enthält als bemerkenswerten Spezialfall die 
Vorgabe endlich vieler koinzidenter Geraden mit einem gemeinsamen Punkt. 

Fall 6 . Die gegebenen Punkte sind nicht kollinear. Wir behaupten: Dann gibt es 
eine Gerade g 0 (nicht notwendig zu den gegebenen Stücken gehörend) und einen ge¬ 
gebenen Punkt po g 0 , so daß alle gegebenen Geraden (außer eventuell g 0 ) durch p 0 
gehen und alle gegebenen Punkte außer p 0 auf g 0 liegen. 


& 0 ~*~ ' ’ 9o 


I.Fall 


2 . Fall 


3. Fall 



Abb. 51 




6 , Fall 


Zum Beweis sei g Q eine Gerade, die eine maximale Anzahl der gegebenen Punkte 
trägt, und p 0 ein gegebener Punkt außerhalb g 0 . Wir führen zunächst die Annahme 
zum Widerspruch, daß ein p l = 1 = p 0 mit p 1 $ g 0 gegeben ist. Ist g x = L(p 0 , Pi) parallel 
zu g 0 oder $x(<7 0 , g x ) kein gegebener Punkt, so befinden sich p 0 , pi zusammen mit zwei 
beliebigen der mindestens zwei auf g 0 gegebenen Punkte in allgemeiner Lage. Gehört 
p 2 = Ä,(jr 0 , 9 i) zu den gegebenen Punkten, so sind auf g t mindestens drei, folglich 
auch auf g 0 mindestens drei Punkte gegeben, von denen mindestens zwei von p 0 ver¬ 
schieden sind. Mit je zwei solchen befinden sich p 0 , p t in allgemeiner Lage. 

Ist n ^ 3 für die Anzahl n der auf g 0 gegebenen Punkte, so seien p u p 2 , p 3 drei 
solcher Punkte; gi = L(p 0 , pi) (i = 1, 2 , 3) sind dann paarweise nichtparallel. Daher 
muß jede von g 0 , g x , g 2 , g z verschiedene gegebene Gerade g wenigstens zwei der 
Geraden g x , g 2) g z schneiden, etwa g x und g 2 . Falls S x {g, g x ) 4= $i (g, g 2 ) ist, befänden 
sich diese Punkte zusammen mit p 1} p 2 in allgemeiner Lage. Daher muß jede solche 
Gerade g durch p 0 gehen. 

Ist n = 2, so sind also genau drei nichtkollineare Punkte p 0 , p x , p 2 gegeben. Jetzt 
sei g x = L(p 0 , p 2 ), g 2 = L(p 0) p x ). Ist keine von g 0 , g x , g 2 verschiedene Gerade gegeben, 



11. Das Lineal in affinen Ebenen 245 


so erfüllt jedes der Paare (pi, g{) die geforderten Bedingungen. Jede gegebene Gerade, 
die nicht mit gi (i — 0,1, 2) übereinstimmt, schneidet wenigstens zwei verschiedene 
dieser drei paarweise nichtparallelen Geraden und muß daher durch wenigstens 
einen der Punkte p t gehen. Die Annahme, daß zwei von g 0 , g 1} g 2 verschiedene ge¬ 
gebene Geraden durch verschiedene Punkte Pi gehen, führt sofort wieder zur Konstru- 
ierbarkeit von vier Punkten in allgemeiner Lage. Daher gehen alle von g 0 , g 1} g 2 ver¬ 
schiedenen gegebenen Geraden durch den gleichen der gegebenen Punkte, etwa p 0 . 
Dann erfüllen p 0 und g 0 die geforderten Bedingungen. 

Vom projektiven Standpunkt ist der dritte Fall ein Spezialfall des fünften (die ge¬ 
gebenen Geraden schneiden sich im uneigentlichen Punkt von g 0 ) und der vierte Fall 
ein Spezialfall des sechsten (p 0 uneigentlich). Außerdem ist der zweite Fall (Punkt¬ 
reihe) dual zum ersten bzw. dem erwähnten Spezialfall des fünften (Geradenbüschel 
mit uneigentlichem oder eigentlichem Zentrum), während der fünfte und der sechste 
Fall selbstdual sind (Geradenbüschel und Punktreihe auf einer der Büschelgeraden 
bzw. Punktreihe und Geradenbüschel durch einen der Punkte im fünften Fall, Punkt¬ 
reihe und ein nichtkollinearer Punkt bzw. Geradenbüschel und eine nichtkoinzidente 
Gerade im sechsten Fall). 

i 

Wir wenden uns nun der Frage zu, was in jedem der sechs Fälle konstruierbar ist. 

Fall 2. Ohne Benutzung von Hilfselementen ist offenbar nur g Q konstruierbar. Sind 
höchstens zwei Punkte gegeben, so sind auch mit Hilfselementen keine weiteren 
Stücke konstruierbar. Wir skizzieren den Beweis: Kommen in einer in der affinen 
Geometrie formulierbaren Konstruktion aus p 0 4= Pi keine parallelen Geraden vor, 
so ist die durch diese Konstruktion definierte Zuordnung zwischen p 0 , p 1 und dem 
konstruierten Stück x bezüglich beliebiger projektiver Abbildungen invariant. Zu 
p 0 , pi, x mit p 0 4 = Pi> % von p 0 , p x verschiedener Punkt oder von L(p 0 , p x ) verschiedene 
Gerade, gibt es aber eine projektive Abbildung cp mit (p(p 0 ) = p 0 , 9 o(p x ) = p x , <p(x) 4 = x. 
Kommen andererseits in einer Konstruktion aus p 0 , p x parallele Geraden vor, so muß 
wenigstens eine dieser Geraden als Hilfsgerade gewählt werden, die wiederum zu 
einer gegebenen, schon konstruierten oder als Hilfsgerade gewählten Geraden parallel 
ist. Die Zulassung einer solchen Hilfselementoperation würde tatsächlich die Kon¬ 
struktion aller Punkte von L(p 0 , p x ) erlauben, die bezüglich p Q , p x eine rationale 
Koordinate haben, scheint aber bei Konstruktionen mit dem Lineal allein nicht sinn¬ 
voll zu sein. 

Sind auf g 0 wenigstens drei Punkte gegeben, so ist zu unterscheiden, ob sich darun¬ 
ter drei mit rationalem Teil Verhältnis befinden oder nicht. Im ersten Fall ist P(p, g 0 ) 
nach Satz 3 für beliebige p ausführbar, was genügt, um bezüglich eines aus gegebenen 
Punkten p 0 , p x bestehenden AKS für g 0 alle rational abhängigen Punkte konstruieren 
zu können. Andernfalls kann man drei beliebige der gegebenen Punkte durch Wahl 
zweier Hilfspunkte zum Null- bzw. Eins- bzw. oo-Punkt der #-Achse eines PKS 
machen. Aus den um die Hilfspunkte vermehrten Stücken sind genau die Punkte kon¬ 
struierbar, deren beide Koordinaten rational von den Koordinaten der gegebenen 
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Stücke abhängen. Unter diesen sind genau die auf g 0 liegenden von der Wahl der 
Hilfspunkte unabhängig. ' 

Fall 1. Ohne Hilfselemente sind offenbar keine weiteren Stücke konstruierbar. 
Wählt man eine beliebige die gegebenen Geraden schneidende Hilfsgerade g', so 
können auf die entstehenden Schnittpunkte die Überlegungen zum zweiten Fall 
übertragen werden. Damit weitere Punkte auf g' konstruierbar werden, müssen min¬ 
destens drei Schnittpunkte, d. h. drei Geraden, gegeben sein. In diesem Fall kann man 
aber durch jeden konstruierbaren Punkt nach Satz 3 die Parallele zur gegebenen 
Schar ziehen. Die so erhaltenen Geraden sind offenbar von der Wahl der Hilfsgeraden 
g' unabhängig (Strahlensätze 1). 

Fall 3. Aus den gegebenen Geraden ist die dem ersten Fall, aus den gegebenen 
Punkten die dem zweiten Fall entsprechende Menge von Stücken konstruierbar, d. h. 
höchstens weitere Punkte auf g Q und weitere zu g 0 parallele Geraden. Die beiden Arten 
von Konstruktionen beeinflussen sich gegenseitig nur insofern, als die Vorgabe 
mindestens einer zu g 0 parallelen Geraden schon bei' Vorgabe mindestens zweier 
Punkte auf g 0 die Verwendung eines affinen KS zur Charakterisierung der konstruier¬ 
baren Punkte ermöglicht. 

Fall 4. Schneidet nur eine Gerade die Gerade g 0 , so tritt keine wesentliche Ände¬ 
rung gegenüber dem zweiten Fall ein. (Es sind hier lediglich, falls g 0 selbst nicht ge¬ 
geben ist, ohne Hilfselemente außer g 0 auch S^go, g) für alle g 0 schneidenden Geraden 
konstruierbar.) Schneiden wenigstens zwei parallele Geraden g 0 , so ist nach Satz 3 
durch jeden auf g 0 gegebenen oder konstruierten Punkt die Parallele zur gegebenen 
Schar konstruierbar. Daher sind insgesamt genau die Punkte konstruierbar, die auf g 0 
liegen und deren Koordinaten bezüglich eines aus gegebenen bzw. ohne Hilfselemente 
konstruierbaren Punkten bestehenden PKS rational von den Koordinaten derartiger 
Punkte abhängen. Außerdem sind genau die Geraden konstruierbar, die durch einen 
auf < 7 0 konstruierbaren Punkt gehen und parallel zur gegebenen Schar sind. 

Fall 5. Das gegebene Geradenbüschel und die gegebene Punktreihe sind im 
wesentlichen analog zum ersten bzw. zum zweiten Fall zu behandeln. Die Konstruk¬ 
tion weiterer Punkte aus den gegebenen Punkten und die Konstruktion weiterer 
Geraden aus den gegebenen Geraden sind voneinander unabhängig. 

Fall 6. Ohne Hilfselemente ist hier (außer eventuell g 0 und Si(g 0 , g)) für weitere 
gegebene Geraden g eventuell noch L(p 0 , p) für einige auf g 0 gegebene Punkte p 
konstruierbar. Sieht man die endlich vielen ohne Hilfselemente konstruierbaren 
Stücke von vornherein als gegeben an, so entsprechen die mit Hüfselementen daraus 
konstruierbaren weiteren Stücke (Punkte auf g 0 und Geraden durch p 0 ) den im vierten 
Fall konstruierbaren Stücken. Nur die Bedingung, daß das gegebene Geradenbüschel 
wenigstens zwei Elemente enthalten muß, spielt jetzt für die Konstruktion weiterer 
Büschelgeraden keine Rolle mehr, da für auf g 0 erhaltene Punkte p statt P(p, g) jetzt 
einfach L(p, p 0 ) auszuführen ist. 



12. Das Eichmaß in euklidischen Ebenen 


Auch in diesem Kapitel bedeutet die Bezeichnung Stücke Punkte und Geraden. 

Die Tatsache, daß beliebige Konstruktionen mit Zirkel und Lineal nur in platoni¬ 
schen Ebenen gerechtfertigt werden können (vgl. die Abschnitte 5.7, 7.2 und 9.3), 
legt die Frage nach einem Instrumentensatz nahe, der beliebigen euklidischen Ebenen 
in der gleichen Weise angepaßt ist wie das projektive Lineal den affinen Ebenen und 
Zirkel und Lineal den platonischen Ebenen, d. h. mit dem aus gegebenen Stücken 
genau die Stücke konstruierbar sind, deren Existenz aus den Voraussetzungen der 
Konstruktionen mit Hilfe der Axiome II bis 15, Al bis A5, Kl bis K6 der euklidischen 
Ebenen beweisbar ist, also genau die Stücke, die die kleinste von den gegebenen 
Stücken erzeugte euklidische Ebene büden. Nach der algebraischen Charakterisie¬ 
rung der euklidischen Ebenen ist also ein Instrumentensatz gesucht, mit dem aus 
gegebenen Stücken (aus denen wenigstens drei nichtkollineare Punkte konstruierbar 
sind) genau die Stücke konstruierbar sind, deren Koordinaten bezüglich eines kon¬ 
struierbaren KKS in dem von den Koordinaten der gegebenen Stücke erzeugten 
pythagoräischenKörper liegen. Hilbert [10] zeigte, daß das Eichmaß (L, Sj, A+, A.~) 
die gewünschte Eigenschaft hat. 

Satz 1. Sind aus gegebenen Stücken mit dem Eichmaß wenigstens drei nichtkollineare 
Punkte konstruierbar, so ist ein KKS konstruierbar. Bezüglich jedes konstruierbaren 
KKS sind genau die Stücke konstruierbar, deren Koordinaten durch wiederholte An - 

Wendung der vier Körperoperationen und der Operation Pyth. [Pyth.{a, b) := ]/a 2 4* b 2 ; 
vgl. Abschnitt 4.4) aus den Koordinaten der gegebenen Stücke und der Länge e der auf 
dem Lineal markierten Strecke erhalten werden. 

Beweis. Die algebraische Analyse der Operation A+(Pi> P 2 ) = *p(p € Strahl(p l3 p 2 ) 
a pip = e); falls Pi =H P 2 ; vgl. Abschnitt 7.2, ergibt, falls etwa die .r-Koordina- 
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ten x lt x 2 der gegebenen Punkte verschieden sind, 


x — X-i 


d. h. 


h — p x p 2 ]/(z 2 — ^i) 2 + ( 2/2 — 2/i) 2 


(Abb. 52), 


x=x t + - — == — - 6 Pyth.({e, x„ x 2 , y u j/ 2 (). 

Vte - *i) 2 + fo« - Vi) 


Ist x x = a; 2 , so auch x = x 2 . Analoges gilt für die «/-Koordinaten und für A^(pi, p 2 ) 
— *P((P^ Pi> P2) A PPi — e). Mit dem Eichmaß sind also höchstens solche Stücke 
konstruierbar, deren Koordinaten bezüglich eines beliebigen (nicht notwendig aus 
den gegebenen Stücken konstruierbaren) KKS die im Satz behauptete Form haben. 



Unter Benutzung von zwei (eventuell Hilfs-) Punkten auf g ist P(p, g) mit dem Eich¬ 
maß ausführbar: Sind p X) p%£.g gegeben, konstruiert oder beliebig gewählt, so sei 
p 2 — A+(p u p 2 ), pi = A~(p l} p 2 ). Dann ist p l = M(p z , p 4 ). Der Rest folgt aus Ka¬ 
pitel 11, Satz 4. Das Eichmaß hat also mindestens die Leistungsfähigkeit des 
projektiven Lineals. 

Zu einer gegebenen Geraden g ist mit dem Eichmaß unter Verwendung zweier 
(Hilfs-) Punkte auf g und zweier (Hilfs-) Punkte außerhalb g eine Senkrechte kon¬ 
struierbar (Abb. 53): 
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g 

Pi = epp €g 

p 2 = ep(p e g A p 4= Pi) 

p 3 =epp$g 

p 4 = «p(p 6 Halbebene(g, p 3 ) a p, p l3 p 3 nicht kollinear) 

Ps =Aj(p 1 ,p 2 ) 

Pc =A+(p l3 p 2 ) 
p 7 ==A+(p l3 p s ) 

Ps =A+(pj,p 4 ) 
gi = L(Ps>P 7 ) 
g 2 =L(Pc>Ps) 
g 3 = L(p 6 ,p 7 ) 

g4 = L(Ps>P 8 ) 

Ps = Si(gi, g 2 ) 

PlO = Sl(g3> g4) 

gs = L(p 9 , p 10 ) 

g5 

Offenbar sind <£ p 5 p 7 p 6 und <£ p 5 PsPs Rechte als Winkel im Thaieshalbkreis über 
p 5 p 6 . Daher sind <£ p 6 p 5 p 7 und <£ p 5 p 6 p 8 spitz. Demnach schneiden sich g x undgr 2 * Pio 
ist Schnittpunkt zweier Höhen im Dreieck p 5 p 6 p 9 , daher g 5 J_ g. 

Mit dem Eichmaß ist folglich zu p, g das Lot Lot(p, g) durch p auf g (als Parallele 
durch p zu einer auf g senkrechten Geraden) konstruierbar. 

Sind nun wenigstens drei nichtkollineare Punkte p x , p 2 , p$ gegeben oder schon 
konstruiert, so sei 

Pi = A+Oh, p 2 ), g x = L{p 1} p 2 ), g 2 = Lot(p 1} g x ), g z = P{p z , g x ), 

Ps = Si{g 2 > 9z)> Ps = A e + (p l3 p 5 ). 

Offenbar ist p x , p A , p 6 ein KKS. Bezüglich dieses oder eines anderen konstruier¬ 
baren KKS sind schon mit dem projektiven Lineal alle von den gegebenen Stücken 
rational abhängigen Stücke konstruierbar. Es bleibt nur zu zeigen, daß man mit dem 
Eichmaß außerdem zu Koordinaten a, b einen Punkt p der x- Achse mit der ^-Koordi¬ 
nate y a 2 _|_ b 2 konstruieren kann. Dabei genügt es, den Fall a > 0, b> 0 zu betrachten. 

Sei also p 0 , p x , p 2 ein konstruierbares KKS (Abb. 54), p 3 der Punkt mit den Ko¬ 
ordinaten a, 6, der offenbar konstruierbar ist, falls a, b konstruierbare Koordinaten 
sind. Wir konstruieren: 

Pi = A+(p 0 , Pt), p 5 = A+{p 0 , p z ), g x = L{p 0 , p^, 
g 2 = L{pi, p b ), g z = P(p 3 , g 2 ), p Q = St{g u g 3 ). 
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Es ist dann 

und Ä = 

P 0 P 5 e PqP 4 

d. h. 

pöp e =y« 2 +&*. 

Damit ist Satz 1 bewiesen. 



Abb. 54 


Will man die Abhängigkeit der konstruierbaren Stücke von der Länge der auf dem 
Lineal markierten Strecke beseitigen, so hat man zum unbeschränkten Eichmaß über¬ 
zugehen, bei dem die mit A* bzw. A~ zu übertragende Strecke e an gegebenen oder 
schon konstruierten Punkten abgegriffen wird. Sind wenigstens zwei Punkte ge¬ 
geben oder mit dem Lineal allein aus den gegebenen Stücken konstimierbar, so ist 
solches „nachträgliches Markieren des Lineals“ auf wenigstens eine Weise möglich. 
Die obigen Überlegungen zeigen dann, daß man beim unbeschränkten Eichmaß mit 
einmaliger Markierung auskommt bzw. daß durch Markieren verschiedener kon¬ 
struierter Strecken der Bereich der konstruierbaren Stücke nicht erweitert wird. Die 
praktische Ausführung von Konstruktionen wird aber natürlich durch die Möglich¬ 
keit, beliebige konstruierte Strecken in einem Schritt abzutragen, wesentlich ein¬ 
facher. 

Wir schließen wieder mit einer Betrachtung derjenigen Fälle, auf die Satz 1 nicht 
anwendbar ist. 

Fall 1. Aus den gegebenen Stücken sind wenigstens zwei Punkte konstruierbar, 
aber alle konstruierbaren Punkte liegen auf einer gemeinsamen Geraden g Q . Dann 
sind alle von g 0 verschiedenen konstruierbaren Geraden auf g 0 senkrecht. Da mit dem 
Eichmaß in jedem Punkt von g 0 das Lot errichtet werden kann, schneidet jedes 
solche Lot eine zu g 0 parallele konstruierbare Gerade in einem konstruierbaren Punkt 
außerhalb g 0 . Schneidet jedoch eine konstruierbare Gerade g die Gerade g 0 in p 0 , so 
gibt es wenigstens noch einen von p 0 verschiedenen konstruierbaren Punkt auf g 0 , 
und das in diesem Punkt errichtete Lot schneidet g, falls g nicht senkrecht auf g 0 ist. 
Ergänzt man nun zwei konstruierbare Punkte von g 0 durch einen nichtkollinearen 
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Hilfspunkt, so wird nach Satz 1 ein KKS konstruierbar, und es werden alle Punkte 
konstruierbar, die aus den Koordinaten der gegebenen Punkte wie in Satz 1 formu¬ 
liert erhalten werden können. Unter diesen sind genau die Punkte von g Q von der 
Wahl des Hilfspunktes unabhängig (wählt man einen Hilfspunkt auf der entgegen¬ 
gesetzten Halbebene, so ändern sich die «/-Koordinaten aller Punkte um das Vor¬ 
zeichen). Zu jedem so konstruierbaren Punkt der Geraden g 0 ist nun aber noch das 
Lot auf g 0 konstruierbar. 

Pall 2. Es ist genau ein Punkt p 0 konstruierbar. Dann müssen alle konstruierbaren 
Geraden g durch p 0 gehen, weil sonst der Lotfußpunkt von p 0 auf g als von p Q ver¬ 
schiedener Punkt konstruierbar wäre. Ist nur p 0 gegeben, so ist nichts definierbar, 
also auch nichts konstruierbar. Ist wenigstens eine Gerade g 0 durch p 0 gegeben, so 
kann g x = Lot(p 0 , g 0 ) konstruiert werden. Sind keine von p 0 , g 0 , g x verschiedenen 
Stücke gegeben, so ist auch mit Hilfselementen nichts weiter konstruierbar, weil nicht 
einmal euklidisch definierbar: Spiegelung an g 0 läßt p 0) g 0 , g x jedoch keine andere 
durch p 0 gehende Gerade invariant. Ist noch eine Gerade g 2 =f= g 0 , g x durch p 0 ge¬ 
geben, so kann man unter Benutzung von Hilfspunkten die auf dem Lineal markierte 
Strecke e so an p 0 auf g 0 und g x abtragen, daß bezüglich des erhaltenen KKS der An¬ 
stieg von g 2 positiv ist. Sieht man das KKS zunächst als zusätzlich gegeben an, so ist 
Satz 1 anwendbar. Von den erhaltenen Stücken sind genau die konstruierbaren 
Geraden durch p 0 unabhängig von der Auswahl der Hilfselemente (d. h. im wesent¬ 
lichen unabhängig von der Auswahl eines der beiden Quadranten, durch die g 2 ver¬ 
läuft). Es sind dies genau alle Geraden, deren Anstieg in dem von den Anstiegen der 
gegebenen Geraden erzeugten pythagoräischen Körper liegt. Jede Bewegung, die 
p 0 , g 0 und die gegebenen Geraden invariant läßt, läßt auch alle diese Geraden in¬ 
variant. 

Pall 3. Es sind keine Punkte konstruierbar. Dann sind alle konstruierbaren, ins¬ 
besondere alle gegebenen Geraden parallel. Sind wenigstens zwei solche g 0 , g x gegeben, 
so fälle man von einem beliebigen Hilfspunkt p 0 das Lot g' — Lot(p 0> g 0 ) und wende 
auf die Schnittpunkte der gegebenen Geraden mit g' den ersten Pall an. Sieht man g' 
als zusätzlich gegeben an, so sind alle Punkte und die in diesen Punkten auf g' er¬ 
richteten Lote wie im Pall 1 konstruierbar. Die letzten sind aber von der Wahl vonp© 
unabhängig. Weitere Stücke sind offenbar nicht definierbar. 


13. Äquivalenz von Instrumentensätzen zu Zirkel und Lineal 


In diesem Kapitel behandeln wir die klassischen Resultate über Instrumentensätze, 
die zu Zirkel und Lineal gleichwertig sind. Dabei setzen wir voraus, daß die betrachte¬ 
ten Ebenen platonisch sind. 


13.1. Der Satz von Poncelet-Steiner und verwandte Sätze 

Im Anschluß an die in Kapitel 11 dargestellte Theorie der Konstruktionen mit dem 
Lineal allein erhebt sich die Frage nach möglichst schwachen Voraussetzungen, unter 
denen das Lineal allein zu Zirkel und Lineal äquivalent ist. Da mit dem Lineal und 
allgemeiner mit Instrumenten zum Zeichnen von Geraden keine Kreise gezeichnet 
werden können, ist natürlich unter Äquivalenz in diesem Zusammenhang Äquivalenz 
bezüglich der Konstruierbarkeit von Punkten und Geraden zu verstehen. Der zentrale 
Satz zu diesem Thema ist der bereits in Abschnitt 8.7 diskutierte 

Satz von Poncelet-Steiner. Befindet sich unter den gegebenen Stücken ein Kreis 
k 0 und ist dessen Mittelpunkt p 0 ebenfalls gegeben oder mit dem Lineal allein konstruier¬ 
bar, so sind alle mit Zirkel und Lineal lösbaren Konstruktionsaufgaben, die die Kon¬ 
struktion von Punkten und Geraden fordern, mit dem Lineal allein lösbar, d.h ., das 
Lineal allein ist bezüglich der Konstruktion von Punkten und Geraden bedingt äquivalent 
zu Zirkel und Lineal. 

In den folgenden Konstruktionen und Überlegungen bezeichnet stets k 0 den ge¬ 
gebenen Kreis und p 0 dessen Mittelpunkt. 
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1. Zu jedem Punkt p x =j= Po ist auf L(p 0 , p x ) eine Strecke mit Mittelpunkt konstru¬ 
ierbar: 

gi = L(p 0 , pj), Pi = S 2 (k 0 , gi)) 
p 3 = t p(p e Pi a p 6 Strahl(p 0 , pO), 

Ps = *P(P 6 Pi a p 4= p 3 ). 

Sind daher wenigstens zwei Punkte p x , p 2 gegeben oder konstruierbar, so daß p 0) p x , p 2 
nicht kollinear sind, so ist ein AKS konstruierbar, und nach Kapitel 11 sind bezüglich 
jedes solchen AKS alle Aufgaben ersten Grades lösbar. 

92 


Pi 9i 


93 Abb. 55 

Insbesondere ist dann die Operation P des Parallelenziehens in beliebigen Richtun¬ 
gen ausführbar. Daraus ergibt sich die Konstruierbarkeit eines KKS (Abb. 55): Man 
konstruiere zunächst wie beschrieben aus k 0 ,p 0 ,p 1 die Punkte p z , p s und analog 
unter Benutzung von p 2 statt p x die Punkte p 4 , p 6 . Dann bilden p z , p 4 , p 5 , p 8 ein 
Rechteck. Weiterhin sei 

gs = P(Po> L(p„ p 4 )), 
g4 = P(Po> L(p 3 , p 6 )J, 

1*3 = S 2 (k(), g«), 

■^4 = S 2 (kfl, g4)> 

p 7 = tp(p € P 3 A p € Halbebene(g x , p 2 )), 

Pa = *p(p 6 P 4 a p e Halbebene(g 2 , Pi)). 

Offenbar ist p 0 , p 8 , p 7 ein KKS. Ferner vermerken wir für einen späteren Zweck, daß 
p 7 , p 8 und die wie in Abb. 55 konstruierten Punkte p 9 , p 10 ein k 0 einbeschriebenes 
Quadrat bilden. 

2. Bezeichnet r den Radius von k 0 , so ist zu je zwei Strecken b, c der x -Achse eines 
konstruierbaren KKS mit b -\- c — 2r auf der f/-Achse (und damit auch auf der 
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x- Achse) eine Strecke der Länge \b • c konstruierbar (Abb. 56): Durch Translation 
der Strecke b kann man den zur «-Achse des betrachteten KKS parallelen Durch¬ 
messer von Jcq durch einen Punkt p 1 in eine Strecke der Länge b und eine Strecke der 
Länge 2 r — b = c teilen. Die Parallele zur y-Achse durch p 1 schneidet k 0 in zwei 

Punkten p mit p x p = ]/& • c. Von diesen beiden Punkten kann man unter Benutzung 
des KKS einen konstruktiv auswählen und die erhaltene Strecke wiederum durch 
Translation auf die y -Achse übertragen. 



Für positive Elemente b , c des Koordinatenkörpers der betrachteten Ebene mit 
b -f* c = 2r ist demnach die durch F r (b, c) : = ]/b • c definierte Operation F r ausführ¬ 
bar. Da für beliebige Koordinaten a > 0 

/— a -J- 1 „ / 2ar 2 r 


y«= 


2r 


F r 




+ 1 ' a + 




güt, ist die ^-Operation rational auf F r reduzierbar. Daher sind bei Vorgabe von Jc 0 
und p 0 alle aus den gegebenen Stücken mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte 
(und damit auch alle Geraden) schon mit dem Lineal allein konstruierbar. Die Über¬ 
setzung einer mit Zirkel und Lineal ausführbaren Konstruktion in eine Konstruktion 
mit dem Lineal allein ist hiernach durch algebraische Analyse der Aufgabe möglich. 

Wir skizzieren noch einen zweiten Beweis, der ein anderes Eliminationsverfahren 
für den Zirkel liefert: 

In einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal, deren Endresultat nur aus Punkten 
und Geraden besteht, dienen alle konstruierten Kreise nur dazu, ihre Schnittpunkte 
miteinander bzw. mit gewissen Geraden zu bestimmen. Kann man daher die beiden 
Operationen 


Fi(Pi> Pa> P 3 > g) *•= S 2 (Z( Pl ; p 2 , p 3 ), g), 

IVPi, P 2 > P 3 > P4> Ps> Pg) •= S 3 (Z( Pl ; p 2 , p 3 ), Z(p 4 ; p 5 , p 6 )) 
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bei Vorgabe von k 0 und p 0 mit dem Lineal allein ausführen, so läßt sich jede Konstruk¬ 
tion mit Zirkel und Lineal Schritt für Schritt in eine Konstruktion mit dem Lineal 
allein übersetzen. Zur Ausführung von F 1 können wir zunächst durch die Translation 
p^p 3 erreichen, daß der zu schneidende Kreis k durch seinen Mittelpunkt p x und einen 
Punkt p 2 seiner Peripherie gegeben ist. Nun konstruiere man das Zentrum p s der 
Homothetie <p, die diesen Kreis in k 0 überführt (Abb. 57), dann g 0 = <p(g) und be¬ 
stimme P = S 2 (k 0 , g 0 ). Die Urbildpunkte 9 ? - 1 (P) sind dann offenbar das gesuchte 


5T 



Abb. 57 


Gebilde S 2 (k } g). Diese Methode ist sinngemäß auch dann noch anwendbar, wenn k 0 
und k konzentrisch sind (also p s = Po — Pi)] p s ist jedoch nicht unmittelbar zu 
konstruieren, falls p 2) p t , p 0 kollinear und paarweise verschieden sind. In diesem Fall 
muß man zunächst p 2 durch einen anderen Punkt von k ersetzen. Allgemein kann das 
Abtragen einer Strecke auf einem Strahl durch Translationen auf Drehung eines 
Punktes p 2 um p 0 in eine durch p x 4 = Po gegebene Richtung zurückgeführt werden. 
(Dies steht in engem Zusammenhang zur Definierbarkeit der Kongruenz durch 
Punkt-Kreisinzidenz; vgl. Abschnitt 5.7) Den Lösungsweg für Drehung um p 0 ent¬ 
nehme man Abb. 58. 

Zur Realisierung von F 2 durch eine Konstruktion mit dem Lineal allein beweisen 
wir zunächst den 

Satz von Steiner. Ist ein Quadrat gegeben oder aus den gegebenen Stücken kon¬ 
struierbar, so ist die Operation Lot mit dem Lineal allein ausführbar. 

Wir beginnen den Beweis mit der Bemerkung, daß nach Kapitel 11 die Vorgabe 
eines Quadrats Konstruierbarkeit eines KKS und Lösbarkeit aller Aufgaben ersten 
Grades mit dem Lineal allein zur Folge hat, und daß das Fällen bzw. Errichten von 


256 


Teil III. Affine und euklidische Ebenen 


Loten bezüglich kartesischer Koordinatensysteme „zufällig“ eine Aufgabe ersten 
Grades, folglich mit dem Lineal allein lösbar ist. Obwohl der Satz von Steiner damit 
schon bewiesen ist, wollen wir die durch ihre Eleganz berühmte Steinersche Lösung 
folgen lassen, die wesentlich von metrischen Überlegungen Gebrauch macht. 



Es sei g eine Gerade durch den Mittelpunkt p des Quadrats mit den Ecken p 1} p 2 , p 3 , 
p 4 , und g schneide etwa die Seite p x p 2 in p 5 . Man konstruiere (Abb. 59): 

9i = P(Pb> L iPi> Pa))> Pß = Si(9i> L{Pz, Pa))> 92 = P(Pß> L(Pi> Ps))> 

Pt = Si(92, L{Pa, Pi))> 92 = L(P, Pt)- 



Abb. 59 


Für den folgenden Beweis bezeichne ferner p 8 den Punkt S t (g 3 , L(p 2 , p 3 )). Durch 
Symmetrie bzw. nach Konstruktion ist nun 

PiPt ^ PßPz s* P2P5, 

P1P5 = PiPt ^ VaPi ^ P2PS, 
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daher sind die rechtwinkligen Dreiecke p 7 pip 5 und p 8 p 2 p*> kongruent, insbesondere 
gilt p 7 p 5 ^ p 5 p 6 . Da auch p 7 p ^ pp 8 ist, ist folglich 

< PiPPb = < PaPPs* d- h. g J_ g z . 

Sind nun p', g' beliebig (Abb. 60), so sei g = P(p, g f ), g z die zu g wie oben konstru¬ 
ierte Gerade; g' 3 — P(p' } g z ) ist das gesuchte Lot. 


ä 


Abb. 60 



Wir beenden den zweiten Beweis des Satzes von Ponoelet-Steiner : Die Kreise 
kt, k 2 seien durch ihre Mittelpunkte p x bzw. p 2 und ihre Radien r x bzw. r 2 (in Gestalt 
von Punktepaaren) gegeben. Die algebraische Analyse der Aufgabe S 3 (ä; 1 , k 2 ) (Abb. 61) 
liefert Quadratwurzelausdrücke in r u r 2 und dem Abstand d von p 1} p 2 für die Strecken 



Abb. 61 


x und h, die folglich dem ersten Beweis folgend konstruiert werden können. Dabei 
benutzen wir die Möglichkeit, r u r 2 und d auf einem konstruierten oder beliebig ge¬ 
wählten „Rechenstrahl“ abzutragen (vgl. die Erläuterung zu Abb. 58). Trägt man 
nun x auf dem Strahl (p u p 2 ) ab und errichtet im erhaltenen Punkt das Lot (unter 
Benutzung von Jc 0 , p 0 war ja ein Quadrat konstruierbar!), so hat man nur noch h 
nach beiden Seiten abzutragen, um die gesuchten Schnittpunkte p z , p 4 von lc x und 
k 2 zu finden. 


17 Schreiber, Konstruktionen 
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Wahrend die hier beschriebene Methode auch auf die Realisierung von F x mit dem 
Lineal allein anwendbar ist, kann man umgekehrt die Ausführung von F 2 auf F t 
zurückfuhren, indem man aus p x , p 2) r u r 2 zunächst die Potenzgerade beider Kreise 
konstruiert und diese dann mit einem von ihnen schneidet (vgl. [1, S. 86] bzw. [8, 
S. 170]). Damit sind für den Satz von Poncelet-Steiner drei wesentlich verschiedene 
Beweise skizziert, deren jeder eine Methode liefert, beliebige mit Zirkel und Lineal ge¬ 
löste Konstruktionsaufgaben bei Vorgabe von p 0) k 0 mit dem Lineal allein zu lösen: 

a) Konstruktion eines KKS und Lösung durch algebraische Analyse der Gesamt¬ 
aufgabe, 

b) Ersetzung jedes Vorkommens der (mit Zirkel und Lineal ausgeführten) Opera¬ 
tionen F u F 2 durch eine Linealkonstruktion nach der synthetischen Methode, 

c) Ersetzung jedes Vorkommens von F x bzw. F 2 durch eine Linealkonstruktion 
auf Grund der algebraischen Analyse von F x und F 2 . 

Wie sich der Leser überzeugen konnte, liefert a) den kürzesten Beweis des Satzes, 
falls man die affine Theorie der Linealkonstruktionen schon kennt. Da praktische 
Anwendungen des Satzes von Poncelet-Steiner kaum denkbar sind, ist es müßig, 
die Verfahren a), b), c) hinsichtlich ihrer praktischen Durchführung zu vergleichen. 
Die Suche nach einfach durchführbaren oder mit geringen theoretischen Hüfsmitteln 
zu begründenden Lösungen für spezielle Aufgaben (vgl. den Satz von Steiner) ist je¬ 
doch ein reizvolles Feld für mathematische Knobeleien. Dies gilt sinngemäß auch für 
die folgenden Sätze dieses Kapitels. 

Ergänzungen und Verschärfungen des Satzes von Poncelet-Steiner. 

1. Wie im Satz formuliert, genügt es, statt Vorgabe von p 0 Konstruierbarkeit von 
Po aus den gegebenen Stücken vorauszusetzen. M(Jc 0 ) ist aus den gegebenen Stücken 
genau dann mit dem Lineal konstruierbar, wenn die Operation P mit dem Lineal allein 
ausführbar ist. Zu zeigen ist nur noch, daß Ausführbarkeit von P (die laut Kapitel 11 
die Halbierbarkeit beliebiger Strecken zur Folge hat) die Konstruktion von M{k Q ) 
gestattet: Man konstruiere zwei parallele Sehnen von k 0 , halbiere sie und danach 
den durch die erhaltenen Mittelpunkte gelegten Durchmesser. 

2. Die Vorgabe eines Kreises k Q allein gestattet nicht die Konstruktion paralleler 
Geraden mittels (L, S x ). Man kann sogar direkt zeigen, daß die Operation M, die jedem 
Kreis seinen Mittelpunkt zuordnet, nicht projektiv definierbar, folglich nicht durch 
eine (L, )-Konstruktion realisierbar ist: Man wähle zu gegebenem k Q ein KKS so, 
daß k 0 durch die Gleichung (a — #) 2 + y 2 = a 2 — 1 beschrieben wird. Die durch 

ly' 

x = —, y — gegebene projektive Abbildung läßt k Q invariant und führt 

x x /I \ 

M(k 0 ) mit den Koordinaten ( a, 0) in den Punkt mit den Koordinaten I — ,01 über. 

\a I 

3. Nach dem Satz von Oblath (Kapitel 11) genügt bereits die Vorgabe eines be¬ 
liebig kleinen Teilbogens von k 0 , um (ohne weitere Vorgaben) mittels (L, S x ) die 
Schnittpunkte von k 0 mit einer beliebigen Geraden konstruieren zu können. 
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4. Laut logischer Analyse des normierten Lineals (vgl. Abschnitt 7.2) ist mit diesem 
außer L und S x gerade S 2 (k 0 , g) für beliebige Geraden g und Punkte p 0 ausführbar, 
wobei k 0 der Kreis vom Radius a (Länge der markierten Strecke) um p 0 ist. Daher 
folgt aus dem Satz von Poncelet-Stelner sofort: 

Alle aus gegebenen Stücken mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte und Ge¬ 
raden sind auch mit dem normierten Lineal konstruierbar. (Umgekehrt sind die mit dem 
normierten Lineal konstruierbaren Stücke genau dann auch mit Zirkel und Lineal kon¬ 
struierbar , wenn die Länge der auf dem Lineal markierten Strecke aus den gegebenen 
Stücken konstruierbar ist.) 

Auf den Satz von Poncelet-Steiner läßt sich auch der Satz von Adler zurück¬ 
führen. 

Satz von Adler. Alle aus gegebenen Stücken mit Zirkel und Lineal konstruierbaren 
Punkte und Geraden sind auch 

a) mit dem Winkellineal allein, 

b) mit dem Parallellineal allein 

konstruierbar. (Umgekehrt sind die mit diesen Instrumenten konstruierbaren Punkte 
und Geraden genau dann auch mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn aus den 
gegebenen Stücken der Winkel des Winkellineals bzw. die Breite des Parallellineals mit 
Zirkel und Lineal konstruierbar ist.) 

Die jeweiligen Umkehrungen folgen aus der algebraischen Analyse der genannten 
Instrumente. Unter Berücksichtigung des Satzes von Poncelet-Steiner ist daher 
nur zu zeigen, daß sowohl mit dem Winkellineal als auch mit dem Parallellineal die 
Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einem Kreis um einen Punkt p 0 konstru¬ 
iert werden können (wobei der Radius dieses Kreises eventuell als Hilfselement auf- 
tritt). 

Wir betrachten zunächst das Winkellineal (L, S x , WJ, W£) mit 

W?(p, g) = {g': p € g' a <£ g, g' = oc], 

W£( P i, p 2 , g) = {P: P € g a P 1 PP 2 = *} 

(vgl. Abschnitt 7.2). Mittels W x und konstruktiver Auswahl ist die Operation P aus¬ 
führbar: 

P>g 

I 

Gi = W£(p, g) 

G 2 — Wj(p, G x ) G 2 besteht im allgemeinen aus drei Geraden (Abb. 62), von 

denen genau eine g nicht schneidet. 

gi = *g'(g' € G 2 a g' jt g) 

I 

gi 

Das weitere ist am einfachsten im Fall ot — R des RechtwinkeUineals. Zu zwei ge¬ 
gebenen Punkten p x , p 2 ist (nach Kapitel 11 mittels L, S x , P) p 3 — M(p x , p 2 ) kon- 


17* 
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struierbar, und es ist für beliebige Geraden g S 2 (Z{p z \pi, p z ), g) — W£(p u p 2) g). 
Ist ot spitz, so überstreicht die Spitze des Winkellineals, dessen Schenkel durch p x 
bzw. p 2 gleiten, zwei zu verschiedenen Kreisen gehörige Bogen (siehe Abb. 24d, S. 132). 
Will man daher alle Schnittpunkte von g mit dem Kreis Z(p 0 ; p 0 , p x ) erhalten, so muß 
man sich zunächst Punkte p 2 , p 2 mit p 0 Pi = PqP* = P0P2 un< l P2P0P1 — P3P0P2 = 2« 
verschaffen. Dann ist 

^(Z(p 0 ; Po> Pi)> 9) = [WliPu p 2 , g) n Halbebene(pi, p 2 ;p 3 )) 

u (Wl{p 2 , p z , g) n HalJbebene{p 2 , p 3 ; p x )) 



Abb. 62 


(Abb. 63a), also mittels konstruktiver Auswahl wie folgt zu erhalten: 

Po> Pi, P 2 > p 3 , g(Po> Pi> P 2 > Pa wie oben, g schneidet S 2 (Z(p 0 ; p 0 , Pi)) 

Pi = WJ(pi, p 2 , g) 

= (P : P G Pi a p 6 Halbebene(p 1} p 2 ; p 3 )} 

P 2 = W 2 *(p 2 , p 3 , g) 

P 2 = {p:p € P 2 a j P 6 Halbebene(p 2 , p 3 ; pj)} 

P 3 = PiuP^) 

I 

P 3 

Ist ot stumpf, so können die mit dem Winkellineal überstreichbaren Teilbögen von 
Z(p 0 ; Po> Pi) beliebig klein werden. In diesem Fall wählt man n so, daß n( 4R — 2ot) 
^ 4R ist und benutzt statt p 0) p lt p 2 , p 3 allgemeiner Punkte Po,p x , ..., p n mit p^pi 
^ p 0 p 1 und <£ Pi-iPoPi = 4R — 2« (i — 2,..., n) (Abb. 63b). 

x ) Dieser bemerkenswerte Schritt benötigt ausnahmsweise die Effektivität der Operation u 
im Bereich endlicher Mengen, vgl. 8. 5. 
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Es bleibt demnach zu zeigen: Mit (L, S 1} W\, W|) ist zu nicht kollinearen p 0 , p 1} p' 
derjenige Punkt p der Halbebene(p 0 > p { ; p') mit pp 0 ^ p x p 0 und 


< PPoPi = 


2 tx, falls <x spitz, 

4R — 2oi, falls oc stumpf, 



Abb. 63 



Pk 


konstruierbar. Diese Konstruktion ist zeichenpraktisch sehr einfach (Abb. 64a), da 
man „sieht“, welche der beiden Geraden W{{p, g) man jeweils nur zu zeichnen braucht, 
um möglichst schnell zu p 2 zu gelangen. Wir wollen jedoch an diesem Beispiel noch 
einmal die beweistheoretisch wichtige Konstruktion mit mehrdeutigen Operationen 
üben (Abb. 64b): 

Po, Pi, p' (nicht kollinear) 

i 

g„ = L(p 0 , p,) 

g. = w;(p„, g,) 

G 2 = WJ(pj, Gi) (Unter diesen drei Geraden kommt g 0 wieder vor) 

Ö3 = WJ(p 0 , Gj) 

= ^(Gx, G 2 ) 

Pi = {p:p € ?i a p =)= Po} (Besteht aus zwei Punkten) 

G 4 = WJ(Px, Gx) (Besteht aus vier Geraden) 

P 2 = Sx(G 3 , G 4 ) (Besteht aus drei Punkten, darunter p x ) 

Pi = «p(p 6 P 2 a p € Halbebene(g 0 , p')) 
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(p 2 bildet zusammen mit dem zweiten von p 1 verschiedenen Element p 2 von P 2 sowie 
p Q und pi schon ein solches Punktsystem, wie es für S 2 [Z{p Q \ p Q , P\)> g) benötigt wird. 
Aus dieser Sicht enthält die Konstruktion also keine „überflüssigen Bestandteile“.) 
Da I<£ P2P0P1 = 4 R — 2 <x gleichbedeutend mit <£ P2P0P1 — 2« und W x — ist, 

ist die angegebene für einen spitzen Winkel gedachte Konstruktion auch für stumpfe 
Winkel <x verwendbar. Man hat in Abb. 64 lediglich a durch 2R — « zu ersetzen. 



a) 


Aob. 64 



Damit ist der erste Teil des Satzes von Adler bewiesen. 

Wir wenden uns dem Parallellineal (L, Sj, PLj, PL 2 ) mit 

PLj(go) = {g:g || g 0 a d(g, g 0 ) = d}, 

PL^(pi, p 2 ) = {g:p 1 €gA d(p 2 , g) = d), falls p^p 2 > d, 

(vgl. Abb. 23, S. 130) zu. Mit diesem Instrument ist aus drei beliebigen nicht kolline- 
aren Punkten p u p 2 , p 3 ein Punkt p 4 konstruierbar, so daß p lJ p 2 , p x nicht kollinear 
sind und p x p A > d gilt (Abb. 65): 

Pi, Pa (Pi> V 2 , P 3 nicht kollinear) 

4 

go — hi(p 1} p 2 ) 

Gi = PL?(g 0 ) 

gl = *g(g € Gj a g e Halbebene(g 0 , p 3 )) 

G 2 = PL|( gl ) 

g 2 = «g(g e g 2 a g 4 = g 0 ) 

g 3 =L(p!,p 3 ) 

P 4 = Sj(g 2 , g 3 ) 

I 
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(Im allgemeinen wird schon Sifa, g 3 ) die an p^ gestellten Bedingungen erfüllen, je¬ 
doch nicht im Fall <£ P2P1P3 = R-) 

Aus drei nicht kollinearen Punkten p\, p 2 , Pz mit p x p 2 > d ist ein Quadrat kon¬ 
struierbar (Abb. 66): 



Pi, p 2 > P 3 (Pi> $ 2 , p 3 nicht kollinear a p ± p 2 > d) 

I 

go =L(p„p 2 ) 

Gi = PL^pj, p 2 ) 

G 2 = PL 2 (p 2 , px) 

Pi = S^Gx, G 2 ) 
gl = L(P 1} Pi) 

G 3 = PLj(go) 

g 2 = *g(g € G 3 A g € Halbebene(go, p 3 )) 

G 4 = PLffc) 

g 3 = «g(g € G 4 a g 6 Halbebene(g l5 p 2 )) 

P4 = Si(g 0 , gl) 

P 5 == Si(g2, gl) 

P6 = Si(g 0 , g 3 ) 

Pi = Si(g a , g 3 ) 

I 

P4> Ps> Pe> P 7 


Damit ist u. a. die Ausführbarkeit der Operationen P und Lot mit dem Parallellineal 
gesichert. (Für beides gibt es auch mannigfache andere Konstruktionen, die den 
speziellen Möglichkeiten des Parallellineals besser entsprechen.) 
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Wir zeigen nun, daß mit dem Parallellineal die Schnittpunkte einer beliebigen 
Geraden g 0 mit dem Kreis k 0 vom Radius d um einen Punkt p 0 aus p 0 und g 0 unter 
Verwendung eines Hilfspunktes auf g 0 konstruierbar sind. Dazu bemerken wir zu¬ 



nächst, daß offenbar für p mit p~p > d die beiden Geraden PL%(p, p 0 ) gerade die 
Tangenten von p an k Q sind. Daher genügt es, den Pol p 3 von g Q bezüglich k Q zu kon¬ 
struieren. Es ist dann S 2 {k 0 , g 0 ) = Pll(Ps, p 0 )) (Abb. 67). 

Po» go (Po $go A d(Po, go) < d) 

l _ 

Pi = e P(P 6 go A PP 0 > d) Hilfspunkt! 

g x = Lot(p 0 , g 0 ) {g x ist ein geometrischer Ort für den gesuchten Punkt p 3 !) 
G x = PL^pi, p 0 ) 

g 2 = «g(g € G x a S x (g, g x ) € Halbebene(g 0 , p 0 )) 
g 3 — L(p 0 , Pi) 

g 4 = Lot(p 0 , g 2 ) 

P 2 = Si(gj, g 4 ) 
g 5 = Lot(p 2 , g 3 ) 

Pa = Si(gi, g B ) 

I 

P'z 

Für den folgenden Beweis sei p 4 — S x (g 0 , g x ),p 5 = S x (g 3 , g 5 ). Nach Konstruktion ist 
<£ PsPzPi == <£ PsPiP* = oc, da die Schenkel dieser Winkel paarweise aufeinander 
senkrecht stehen. Daher liegen p 1} p 3 ,p 4 , p 5 auf einem gemeinsamen Kreis (demjenigen, 
der bezüglich der Sehne p A p 5 den Peripheriewinkel <x erzeugt). Für die Potenz von p Q 
bezüglich dieses Kreises k gilt 


Pot(p 0) k) = p Q p 5 • p 0 p 1 = p 0 p 4 • p^p 3 . 
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Da A PiPoP 2 bei p 2 rechtwinklig ist, p h sein Höhenfußpunkt auf der Hypotenuse und 
die Kathete PqP 2 gleich d ist, ist PqP 6 • PqP x = d 2 . Aus analogem Grund gilt für den 
gesuchten Punkt p 3 auf Strahl (p 0 , p 4 ) p 0 p 4 • p^p 3 = d 2 . Daher ist der konstruierte 
Punkt p 3 gleich dem gesuchten Punkt p 3 . 

Die angegebene Konstruktion versagt offenbar im Pall p 0 6 g 0 . In diesem Pall 
erhält man aber die beiden Punkte S 2 (k o, 9o) durch Abtragen von d auf g 0 von p 0 aus 
nach beiden Richtungen, was leicht durchzuführen ist, indem man auf < 7 0 fwie in 
Abb. 66 eine Strecke der Länge d konstruiert und diese parallel verschiebt. 


Pi 



Po 


Ein Vergleich der in diesem Abschnitt behandelten Instrumente vom Standpunkt 
des praktischen Zeichnens fällt zugunsten des Rechtwinkellineals aus. Pür die Lösung 
von Aufgaben, deren Endresultat nur aus Punkten und Geraden besteht, ist es sogar 
dem Zirkel vorzuziehen, da man einerseits die Operationen F x und F 2 recht einfach 
mit ihm ausführen kann, andererseits häufig benutzte Operationen wie P und Lot mit 
dem Rechtwinkellineal sogar leichter als mit dem Zirkel realisierbar sind. 


13.2. Der Satz von Mohr-Mascheronl 

Dieser Satz lautet in traditioneller Formulierung etwa: 

Alle aus gegebenen Punkten, Geraden und Kreisen mit Zirkel und Lineal konstruier¬ 
baren Punkte und Kreise sind schon mit dem Zirkel allein konstruierbar. 

Bezüglich der Konstruierbarkeit von Punkten und Kreisen ist also der abstrakte 
Instrumentensatz (Z, S x , S 2 , S 3 ) dem Instrumentensatz (Z, L, S x , S 2 , S 3 ) gleichwertig. 
Dabei wird S x im erstgenannten Instrumentensatz höchstens dazu benötigt, die 
Schnittpunkte eventuell gegebener Geraden zu bestimmen. Analog braucht man S 2 
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nur, um die Schnittpunkte eventuell gegebener Geraden mit gegebenen oder kon¬ 
struierten Kreisen zu konstruieren. Daher ist bezüglich der Konstruierbarkeit von 
Punkten und Kreisen aus Punkten und Kreisen sogar die Äquivalenz von (Z, S 3 ) zu 
(L, Z, S 1? S 2 , S 3 ) behauptet. 

Da in einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal, deren Endresultat keine Geraden 
enthält, konstruierte Geraden nur dazu dienen, ihre Schnittpunkte miteinander oder 
mit Kreisen zu bestimmen, ist nur zu zeigen, daß die durch 

K(Pi, p 2 , p 3 > P 4 ) := ®i(L(pi, p 2 ), L(p 3 , p 4 )), 

K'(Pi> Pa> g) := Si(L(Pi, p 2 ), g), 

F 3 (Pi> P 2 > k) := S 2 (k, L( Pl , p 2 )) 

jeweils für solche Argumente, für die die rechte Seite definiert ist, definierten Opera¬ 
tionen K, K' und E 3 durch uniforme Flußdiagramme über (Z, S 3 ) realisierbar sind. 
K' läßt sich durch Wahl zweier beliebiger Hilfspunkte auf g auf K zurückführen und 
bleibt im folgenden außer Betracht. Bei der Durchsicht des ursprünglichen Beweises 
von Mascheroni sowie späterer Varianten (u. a. Adler, Dttbois) fällt auf, daß stets 
für wenigstens eine Teilaufgabe nichtelementare Lösungen angegeben wurden. Wir 
zeigen daher zunächst: 

Satz 1. Die Operation K ist nicht durch eine elementare (Z, S^-Konstruktion ohne 
Hilfselemente realisierbar. 

Beweis. Jede durch ein zyklenfreies Flußdiagramm % gelöste Konstruktionsauf¬ 
gabe führt für beliebige Eingaben x, die den Voraussetzungen der Aufgabe genügen, 
nach höchstens nfö) Schritten zum Ergebnis, wobei die maximale Weglänge 
vom Eingangsknoten zu einem Ausgangsknoten in ist. Jede endliche Menge x 
von Punkten und Kreisen ist ganz im Inneren eines Kreises k(p 0 , r) von genügend 
großem Radius r um einen gewissen Punkt p 0 enthalten. Anwendung von S 3 auf x 
führt nicht aus diesem Kreis heraus, Anwendung von Z auf Stücke aus x führt nicht 
aus dem Kreis k(p 0 , 3r) heraus. Daher sind alle nach höchstens n Schritten mit (Z, S 3 ) 
aus x konstruierbaren Stücke im Kreis k(p 0 , 3 m r) enthalten. 

Da man bei vorgegebenem p 0 , r, d mit 0 < r < d Punkte p L , p 2 , p 3 , p 4 im Innern 
von k(p 0 , r) so wählen kann, daß K(p 1} p 2 , p 3 , p 4 ) existiert, jedoch außerhalb k(p 0 , d) 
liegt, gibt es zu jeder elementaren (Z, $ 3 )-Konstruktion für K solche Eingaben 
Pi, p 2 , p 3 , pt, daß das Resultat K(p 1} p 2 , p 3 , p 4 ) nicht in der vorher feststehenden 
Höchstzahl von Konstruktionsschritten erreichbar ist. (Man bemerke den wesent¬ 
lichen Unterschied zum Lineal, durch das bereits nach drei Konstruktionsschritten 
der beliebig entfernte Punkt K{p u p 2 , p 3 , p A ) erhalten werden kann!) 

Aus dem Beweis von Satz 1 ergibt sich unmittelbar folgende 

Verallgemeinerung. Mit dem Zirkel allein ist keine Aufgabe elementar und ohne 
Hilfselemente lösbar , bei der bei geeigneter Wahl der gegebenen Stücke wenigstens eines 
der Resultatstücke beliebig weit von den gegebenen Stücken entfernt liegt. 
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(Dies trifft z. B. auf die Aufgabe zu, zu drei nicht kollinearen Punkten p 1} p 2y p 3 
den Mittelpunkt Mi(p ly p 2y p 3 ) des durch p ly p 2 , p 3 gehenden Kreises zu konstruieren: 
Nähert man p ly p 2y p 3 innerhalb eines gegebenen Bereiches der kollinearen Lage, so 
wandert Mi(p ly p 2 , p 3 ) ins Unendliche.) Der Satz läßt sich auch noch auf die Zu¬ 
lassung solcher Hilfsoperationen x* = exH(x, x) (x Punkt- oder Kreisvariable, x 
System der gegebenen Punkte und Kreise) erweitern, bei denen ein die Bedingung 
H(x, x) erfüllendes Hilfselement x innerhalb eines beliebigen die gegebenen Stücke 
x einschließenden Kreises gewählt werden kann. Dies trifft z. B. auf folgende ge¬ 
bräuchliche Hilfsoperationen zu: 

Pi = £p(p, pj, p 2 nicht kollinear) 

Pi = ep(p, Pi, p 2 > p 3 in allgemeiner Lage) 

Pi = ep(px, p, p 2 ) 

Pi = ep p € Strahl(pj, p 2 ) 

Pi = ep p 6 k usw. 

Satz 2 . Die Operationen Kund F 3 sind durch nichtelementare (Z y S^-Konstruktionen, 
hei Zulassung spezieller Hilfsoperationen sogar durch elementare (Z, S 3 ) -Konstruktionen 
realisierbar . 

Zum Beweis von Satz 2 lösen wir eine Reihe von Hüfsaufgaben: 

1. Pür nicht kollineare p ly p 2 , p 3 sei 

Sp(Pi; p 2 , p 3 ) := *P(PPa ^ P 1 P 2 a pp 3 ^ PiP 3 a p 4 = pj) 
der an L(p 2 , p 3 ) gespiegelte Punkt p u 

Vs P(Pi; P 2 > Ps) *•= *p(pp 2 ^ PiP 3 a pp 3 ^ P 1 P 2 

a V p 4 ((p 2 , p 4 , p 3 ) a (px, p 4 , p))) 

der „verkehrt gespiegelte“ Punkt p ly d. h. derjenige auf der p x entgegengesetzten 
Seite von L(p 2 , p 3 ) gelegene Punkt, der p ly p 2y p 3 zum Parallelogramm ergänzt. Beide 
Operationen sind durch elementare (Z, ^-Konstruktionen realisierbar: 

Px, p 2 , p 3 (nicht kollinear) 

I 

ki = Z(p 2 ; p 2 , p x ) 
k 2 = Z(p 3 ; p 3 , px) 

Px = S 3 (kx, k 2 ) 

Sp(Pi; P 2 > Ps) = *P(P € Px a p = 4 = px) 
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Pu P 2 > P 3 (nicht kollinear) 

k x =Z(p 2 ;p 3 ,p 1 ) 
k 2 = Z(p 3 ; p 2 , Pi) 

Pi = S 3 (kj, k 2 ) 

Vsp(p!; p 2 , p 3 ) = *p(p € Pi a p $ Halbebene(p 2 , p 3 , p^). 


2. Zu (etwa durch Punktepaare) gegebenen Strecken a,b,c> 0 mit a = 4 = b und 


ac 


c < 26 ist mit dem Zirkel eine Strecke der Länge — elementar konstruierbar. Man 

b 

schlage um einen der gegebenen Punkte p 0 die Kreise k a , k b vom Radius a bzw. b und 
trage (eventuell unter Benutzung von Hilfspunkten) auf k b die Sehne c ab, d. h., 




man konstruiere p 1} p 2 € k b mit p x p 2 = c. Dann wähle man p 3 6 k a beliebig und kon¬ 
struiere Pi 6 k a so, daß p 2 p A ^ p x p 3 wird (Abb. 68). Es spielt keine Rolle, ob a < b 
oder a> b ist. Nun ist nach Konstruktion A P0P1P3 = A p b p%Pi, insbesondere 
PiPaPz = PiPoPn daher auch <£ P 1 P 0 P 2 ^ ^ PsPoP* (je nach Lage als Summe 
oder Differenz kongruenter Winkel). Demnach sind die gleichschenkligen Dreiecke 
P1P0P2 und PsPoPi ähnhch, d. h. : a — c:b. Daher ist p 3 p 4 eine Strecke der ge¬ 
suchten Länge. 

3. Zu pi = 4 = P 2 ist mit dem Zirkel allein derjenige Punkt p 5 mit p 5 p x ^ p x p 2 und 
(p 2 , Pi, p 5 ) elementar konstruierbar, d. h., jede Strecke läßt sich mit dem Zirkel in 
gegebener Richtung verdoppeln. Zur Lösung konstruiert man unter Benutzung eines 
zu p X) p 2 nicht kollinearen Hilfspunktes p' (Abb. 69): 

ki =Z(p 1 ;p 1 ,p 2 ) 
k 2 = Z(p 2 ; p x , p 2 ) 

Pi = S 3 (k l5 k 2 ) 
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p 3 = f p(p € Pi a p 6 Halbebene(p 1 , p 2 ; p')) 
kg = Z(p 3 ;p 1 ,p 2 ) 
p 4 = tp(p 6 8 z Ql u k 3 ) a p =t= p 2 ) 
k 4 =Z(p 4 ;p 1 ,p 2 ) 

Ps = «P(P € S 3 (ki, k 4 ) a p =)= p 8 ) 


p 5 ist der gesuchte Punkt. 

Die angegebene (abgekürzte) Konstruktionsbeschreibung kommt dem tatsäch¬ 
lichen Vorgehen wohl am nächsten. Theoretisch ist jedoch die Benutzung von p' ver¬ 
meidbar; die Formulierung einer entsprechenden Konstruktion, bei der endliche 
Mengen von ununterscheidbaren Kreisen bzw. Punkten als Zwischenresultate auf- 
treten, sei dem Leser überlassen. 


a* 


4. Zu Strecken a, 6 mit a < b ist mit dem Zirkel eine Strecke der Länge — ele- 

b 


mentar konstruierbar. Man konstruiere (Abb. 70) zu p x p 2 = b die Zweiermenge P x 
der beiden Punkte p mit pp x = a, pp~ 2 = b. Die beiden Kreise Z(P 1} a) schneiden sich 
außer in p x in einem Punkt p 3 , der aus Symmetriegründen auf L(p 1} p 2 ) liegt und für 

den wegen Ähnhchkeit der gleichschenkligen Dreiecke — %■ gilt. p x p z ist also 

a b 

eine Strecke der gesuchten Länge. Hat man insbesondere durch wiederholte An- 

_ # _ a 

Wendung der Konstruktion 3 die Beziehung p x p 2 — n > a erhalten, so ist p x p 3 = —. 



Von der für die Konstruktion 2 wesentlichen Einschränkung c < 26 (sonst läßt 
sich in k b keine Sehne der Länge c eintragen) kann man sich befreien, indem man unter 

Benutzung der Konstruktionen 3 und 4 zunächst a' = 2 n a und c' — — konstruiert, 

wobei man n so groß wählt, daß c' < 26 wird. Anwendung von Konstruktion 2 auf 
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a', b, c' ergibt dann 



—. Die Ausführung dieses Gedankens liefert jedoch 


eine nichtelementare Konstruktion: 


a, b, c (>0) 



die insbesondere in nichtarchimedischen Ebenen für gewisse a, b, c versagt. Ist a durch 
p a , Pa, c durch p c , p' c gegeben, so kann man, indem man innerhalb eines Kreises Tc, der 
p a , Pa, Va Pc i m Innern enthält, eine hinreichend kurze Strecke p b p' b vorgibt, er- 

Cf/C 

reichen, daß — beliebig groß wird, folglich jede Strecke dieser Länge wenigstens einen 
b 

von M(k) beliebig weit entfernten Endpunkt hat. Damit fällt die Aufgabe, zu be- 

Q/C 

liebigen a,b,c > 0 die Strecke — zu konstruieren, in den Anwendungsbereich der 

b 

Verallgemeinerung von Satz 1, und es ist von prinzipieller Bedeutung für die elemen¬ 
tare Äquivalenz von (Z, S 3 ) zu (Z, S 3 , K, F 3 ), daß wir bei der Lösung der folgenden Auf- 

CLO 

gaben die Konstruktion von — auf den in Hilfsaufgabe 2 elementar gelösten Fall 

b 

einschränken können, wenn wir zwei spezielle (vom Standpunkt des praktischen 
Zeichnens nicht problematische) Hilfsoperationen zulassen. Die Hilfsaufgaben 3 und 4 
werden dann nicht benötigt. 
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5. Zu nicht kollinearen Punkten p u p 2i p$ ist mit dem Zirkel allein Mi(p 1} p 2 , p 3 ) 
konstruierbar. Die Aufgabe ist sogar elementar lösbar, falls für wenigstens eine Seite 
s und eine nicht auf ihr stehende Höhe h des Dreiecks P\P 2 p 3 güt 

(*) s < 4ä. 

Lösung. Es sei p 4 = Sp{j>\ ; p 3 , p 3 ). Bezeichnet p Q den gesuchten Mittelpunkt 
Mi(p 1 , p 2 , p 3 ) des Kreises durch p u p 2 , p 3 (Abb. 71), so sind die Dreiecke P 1 P 0 P 2 und 
PxPzPi ähnlich, da beide gleichschenklig sind und bei p 0 bzw. p 3 den gleichen Winkel 



haben. Daher ist der Radius r (= p,p n ) als laut Hilfsaufgaben 2 bis 4 

PiP* 

konstruierbar und aus r und p x , p 2> p 3 erhält man elementar p 0 : 


h =Z(Pi>r) 
k 2 =Z(p 2 ,r) 

Pi = $ 3 (^ 1 , Jc 2 ) 

p 0 = ip(p € Pi a p 6 Halbebene(p 1} p 2 ; p 3 )). 

Die Konstruktion von r und damit von p 0 ist insbesondere elementar durchführbar, 
falls (eventuell nach Umbenennung der Punkte p 1} p 2) p 3 ) p x p 2 < 2p 1 p 4 , d. h. eine 
Seite des Dreiecks PiP 2 p$ kleiner als das Vierfache einer nicht auf ihr stehenden Höhe 
ist. 

Ist ein Winkel (etwa <x) eines nach Schulsitte bezeichneten Dreiecks ABC (Abb. 72) 

Jl 1 

größer als 14,5°, so ist schon — = sin <x > —, d. h. b < 4 h c . Sind oc und ß kleiner oder 

b 4 

gleich 14,5°, so ist das Dreieck bei G stumpf. Güt dann für den Außenwinkel ö bei G 
ö > 14,5°, 
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so ist — = sin ö > —. Ist andererseits ein Winkel (etwa y) größer oder gleich 165,6°, 
a 4 


so ist für alle Seiten s und alle nicht auf s stehenden Höhen s > 4h, d. h., die Bedin- 



6. Zu p 0 , p u Pu k mit p 1 =f= p 2 , p 0 = M(k) und p x , p 2 £k ist mit- dem Zirkel allein 
die Zweiermenge 

Hb(k, p 0 , p ly p 2 ) = {p/p ek a L{p, p 0 ) ± L(p 1} p 2 )} 

elementar konstruierbar, d. h., man kann die beiden Kreisbögen, in die k durch p x , p 2 
zerlegt wird, halbieren. 

Lösung (Abb. 73): 

Po, px, p 2 > k (Voraussetzungen wie oben) 

i 

p 3 = Vsp(p 2 ;p 0 ,p!) 
p 4 =* Vsp( Pl ; p 0 , p 2 ) 
ki =Z(p 3 ;p 3 ,p 2 ) 
k 2 = Z(p 4 ; p 4 , pi) 

P x = S 3 (k 1 , k 2 ) 

k 3 = Z(p 4 ; po, Pi) {po ist von beiden Elementen von P x gleich weit entfernt). 
Hb(k, po, Pi, p 2 ) = S 3 (k, k 3 ). 
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Für den Beweis der letzten Behauptung sei r der Radius von k,d = (= P^P 3 

= PqP 4 ), a = P 3 P 2 (= Prf>l)' Unsere Behauptung bedeutet dann p^p 7 = ]/r 2 -f- d 2 , 
d. h. p { ^ = ]/r 2 -f d 2 , d. h. j/a 2 — d 2 = ]/r 2 + d 2 . Es ist (Abb. 74) 



d. h. a 2 = r 2 -f- 2d 2 , woraus die Behauptung folgt. 



Pi f 



r 7. Eine einfache Lösung für F z ergibt sich, falls p 0 — M(k 0 ) schon bekannt ist (also 
insbesondere, falls k 0 ein konstruierter Kreis ist) für den gilt: 

Fall a). M(k 0 ),p 1 , p 2 nicht kollinear (Abb. 75). Dann ist für einen beliebigen 
(Hilfs-) Punkt p' £ k 0 

F 3 {Pu p 2 , K) = Z(Sp(M%)\p 1 , p 2 ); p', M{k 0 ))). 

Ist k 0 ein ohne Mittelpunkt gegebener Kreis, so hat man zunächst unter Benutzung 
dreier (Hilfs-) Punkte p 3 , p 4 , p 5 £ k 0 den Punkt Mi(p 3 , p A , p 5 ) = M(k 0 ) zu konstruieren 
und diese Konstruktion ist sogar elementar, falls es zulässig ist, Hilfspunkte p 3 , p 4 , p 5 
£ k 0 so zu wählen, daß sie die in Hilfsaufgabe 5 genannte Bedingung (*) erfüllen. 


18 Schreiber, Konstruktionen 
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Fall b). M(k 0 ), p[, p 2 kollinear (Abb. 76). 

In diesem Fall erhält man nach Konstruktion von p 0 = M{k 0 ) unter Benutzung eines 
zu p[, p% nicht kollinearen Hilfspunktes p' 6 k 0 

h = Z{p[\p[, p r ) 

Pi — S 3 (k 0 , ki) 

p" = ip{p € Pi a p =t= p') 

PziPu Pi> K) = HHh, Po> P’> P”)- 



Durch Vorschaltung der Konstruktion von M(k 0 ) tmd des Prüfknotens 
„Pi, p 2 , M(k 0 ) kollinear?“ 

erhält man aus den Fällen a), b) eine verzweigte Lösung für F 3 , die genau dann ele¬ 
mentar ist, wenn das für M(ko) eingesetzte Unterprogramm elementar ist. 

8. Die Lösung der Aufgabe Mi liefert auch einen verblüffenden Weg zur Lösung der 
Aufgabe K: Unter Benutzung eines beliebigen Hilfspunktes p h $ L(p u p 2 ) u L(p 3 , p 4 ) 
ist nämlich 

K(Pi> p2> Pz, Pi) = Mi(p h , Sp{p h ; p 1} p 2 ), Sp{p h ; p 3 , p 4 )) (Abb. 76). 

Diese Lösung ist genau dann elementar, wenn es zulässig ist, den Punkt p h so zu 
wählen, daß A PhSp{p h , pi,p 2 ) Sp{p h , p 3 , p A ) die in Hilfsaufgabe 5 genannte Be¬ 
dingung (*) erfüllt. Da der Winkel dieses Dreiecks bei p h gleich dem Winkel zwischen 
den zu schneidenden Geraden ist, ist diese Bedingung für solche p x , p 2) p 3) p 4) für die 
sich L(p 1} p 2 ) und L(p 3 , p 4 ) unter einem nicht zu kleinen Winkel schneiden, bei be¬ 
liebiger Wahl von p h erfüllt. Andernfalls hat man „p A hinreichend dicht bei der Hal¬ 
bierenden des von L(p u p 2 ), L(p 3 , p 4 ) gebildeten stumpfen Winkels“ zu wählen. 
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Dann wird A p*$p(Pft; P 1 /P 2 ) $p(p A ; Pz> Pa) annähernd gleichschenklig nnd erfüllt 
die Bedingung (*) (Abb. 77). 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Der Vollständigkeit halber sei erwähnt, daß Adler 1890 die Transformation durch 
reziproke Radien (Spiegelung am Eireis) als einheitliches Prinzip für einen neuen 
Beweis des Satzes von Mohr-Mascheroni benutzte. Ist k 0 ein Kreis mit dem Mittel¬ 
punkt p 0 und dem Radius r, so sei 

<Pk 0 iV) *= qp'(P' € Strahl(p 0 , p) a p^p' • p^5 = r 2 ), falls p 0 4= p. 



Für solche Abbildungen gilt 

(!) <Pkt = <Pv 

(2) <PkS.V) — V dann und nur dann, wenn p £ k 0 . 

(3) Geraden durch p 0 gehen in sich über, andere Geraden in Klreise durch p 0 . 
Kreise durch p 0 gehen in Geraden über, andere Eireise in Kreise. 

Adler zeigte, daß man aus p 0 , k 0 für beliebige p bzw. k das Büd p ft# (p) bzw. <p k() (k) 
(falls dies wieder ein Kreis ist) mit dem Zirkel allein konstruieren kann. Daraus ergibt 
sich folgender Lösungsweg für eine beliebige mit Zirkel und Lineal lösbare Konstruk¬ 
tionsaufgabe mit dem Zirkel allein: 

1. Man denke sich die Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausgeführt und wähle 
einen Kreis k 0 und seinen Mittelpunkt p 0 so, daß keine der konstruierten Geraden 
bzw. Kreise mit p 0 inzidiert. Dann führt q? ko die gesamte (in der Regel Geraden ent¬ 
haltende) Figur in eine inzidenzisomorphe Figur aus Punkten und Kreisen über. 

2. Man konstruiere <p ko {x) für alle gegebenen Punkte und Eireise x. 

3. Man führe die „Bildkonstruktion“ im Bereich der Punkte und Kreise mit dem 
Zirkel allein aus. 

4. Man wende auf das erhaltene Resultat <p k * (= <p ko ) an. 


18 * 
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Auf diesem Wege erhält man insbesondere (Z, $ 3 )-Lösungen für K und F 3 , die von 
den hier behandelten abweichen, jedoch vor allem für viele Aufgaben (Z, ^-Lösun¬ 
gen, die wesentlich einfacher sind als die durch schrittweise Einsetzung von (Z, S 3 )- 
Konstruktionen für K und F z in {Z, L, S 1} S 2 , /^-Konstruktionen erhaltenen Lösun¬ 
gen. Die Adlersche Methode ist ausführlich in [ 1 ] und neuerdings in [ 8 ] behandelt. 
Wir schließen hier mit zwei kritischen Bemerkungen zu dieser Methode. 

1. Die für die Adlersche Methode grundlegende Aufgabe, aus p 0) p, k 0 mit p 0 — M(k 0 ) 
und p 4 = p Q den Bildpunkt 9 \{p) zu konstruieren, fällt unter die Verallgemeine¬ 
rung von Satz 1, da für hinreichend dicht bei p 0 gelegene p der Bildpunkt beliebig 
weit außerhalb von k 0 liegt. Adleb gab für diesen Teilschritt tatsächlich nur eine 
nichtelementare Lösung an, bewies also nur die nichtelementare Äquivalenz von 
(Z, S 3 ) zu (Z, S 3) K, F 3 ). Natürlich existiert auf Grund von Satz 2 auch für diese 
Aufgabe eine elementare Lösung, jedoch wurde bisher keine dieser speziellen Auf¬ 
gabe angemessene elementare Lösung gefunden. Die Substitution elementarer (Z, S 3 )~ 
Konstruktionen für K und F 3 in eine elementare Lösung mit Zirkel und Lineal hebt 
aber alle Vorteile des Adlerschen Beweises gegenüber dem hier angegebenen auf. 

2 . Bei Konstruktionen, die schon mit Zirkel und Lineal nichtelementar sind, ist 
die Zahl der eventuell zu konstruierenden Geraden und Kreise unbeschränkt und ihre 
Verteilung oft schwer vorauszusehen. In diesem Fall stößt der erste Schritt der Adler¬ 
schen Methode (Wahl eines geeigneten Inversionskreises k 0 ) auf wesentliche theore¬ 
tische und praktische Schwierigkeiten. 



14. 


Konstruktionen dritten und höheren Grades 


i 

\ 


Abweichend von Abschnitt 9,4 definieren wir hier eine Konstruktionsaufgabe n-ten 
Grades (n ^ 3) als eine solche, die sich durch mit Zirkel und Lineal (oder gleich¬ 
wertige Instrumente) ausführbare Konstruktionen auf die Konstruktion endlich 
vieler Strecken x 1} ...,x k zurückführen läßt, so daß für i — 1 ,..., k die Strecke 
einer Gleichung höchstens n-ten Grades genügt, deren Koeffizienten aus den gegebe¬ 
nen Stücken und x 1} ..., x^ x mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind und die ent¬ 
sprechenden Bedingungen für kein m <n erfüllt werden. (Es muß also mindestens 
eine der Gleichungen für die a? t - vom Grade n und platonisch irreduzibel sein.) Die 
Problematik dieser Definition liegt u. a. darin, daß dem Instrumentensatz Zirkel 
und Lineal von vornherein eine Sonderstellung eingeräumt wird. Dies trifft jedoch 
für die klassische Theorie der geometrischen Konstruktionen allgemein zu, und so 
wird in der Literatur meist der hier definierte Grad zugrunde gelegt. Andererseits 
zeigten die Betrachtungen in Abschnitt 9.4, daß allgemeinere Graddefinitionen zu 
erheblichen begrifflichen und algebraischen Schwierigkeiten führen. 

Der Einfachheit halber setzen wir in diesem Kapitel voraus, daß der Koordinaten¬ 
körper der betrachteten Ebenen der Körper R der reellen Zahlen ist, obwohl man 
natürlich (analog zum auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal zugeschnittenen 
Begriff der platonischen Ebene) für jedes n ^ 3 eine axiomatische Charakterisierung 
der Konstruktionen n-ten Grades angemessenen euklidischen Ebenen geben kann. 

Aus der Eerrarischen Lösung der allgemeinen Gleichung vierten Grades folgt nun 
sofort: Es gibt (im Sinne obiger Definition) keine Konstruktionsaufgabe vierten 
Grades. Genügt nämlich x einer platonisch irreduziblen Gleichung vierten Grades, 
deren Koeffizienten mit Zirkel und Lineal konstruierbar sind, so kann x mit Zirkel 
und Lineal aus diesen Koeffizienten und einer Lösung y der kubischen Resolvente 
dieser Gleichung (vgl. Abschnitt 4.4, Beispiel 5) konstruiert werden, d. h., die Kon¬ 
struktion von x ist mit Zirkel und Lineal auf die Lösung einer Gleichung dritten 
Grades zurückgeführt. 
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Für nicht kollineare'pj, p 2 , Vs mit <£ ViVsVs < R» sei 

Tri(p x , p 2 , p 3 ) := ip p, p 3 ) a <£ p x p 2 p = | <£ p x p 2 p^j 

(„Tri“ soll an Trisektion erinnern; Abb. 78). 

Für p 0 , p t , p 2 mit p 0 =}= p x und p 2 € Strahl(p 0 , p x ) sei 

Kub(p 0 , p x , p 2 ) := ip(p € Strahl(p 0 , p x ) a p^p 3 = pjp* * p~p 2 ) 

(„Kuh“ entspricht der dritten Wurzel aus einer gegebenen Strecke p 3 p 2 ). 

Die Definition berücksichtigt die Abhängigkeit der Streckenmultiplikation von 
der gewählten Maßeinheit. Wählt man p 0 p x als Einheitsstrecke, so ist p^p 3 = p $> 2 
für p = Kub(p 0 , p x , p 2 )* Geht man zu einer anderen Einheitsstrecke über, so ändern 
sich beide Seiten der Gleichung p~p 3 = p^ß* • p^p 2 um den gleichen Faktor A 3 ). 


?3 



Satz 1. Mit einem Instrumentensatz sind genau dann alle Aufgaben dritten Grades 
lösbar, wenn mit diesem Instrumentensatz die Operationen L, Z, 8 X , S 2 , S 3 , Tri und Kuh 
realisierbar sind . Für Aufgaben, die nur die Konstruktion von Punkten und Geraden 
fordern, kann Z durch F X ,F 2 ersetzt werden ; für Aufgaben, die nur die Konstruktion von 
Punkten und Kreisen fordern, kann L durch K und F 3 ersetzt werden . 

Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus der Cardanoschen Lösungsformel für die 
allgemeine Gleichung dritten Grades (vgl. Abschnitt 9.2, Satz 3). 

Wir erinnern an die Definition der mit dem markierten Lineal (a: Länge der mar¬ 
kierten Strecke) ausführbaren Operation der äußeren Einschiebung E%\ Für p, g x , g 2 
mit g x schneidet g 2 , p ^ g t u g 2 ist 

E a ä(P> 9i> 9s) = W 1 V p 2 (p x e 9i A p 2 e 92 A p^r 2 = aA(p,p x , p 2 )) 

(siehe Abb. 26a, S. 133). 

Satz 2. Die äußere Einschiebung allein genügt zusammen mit Zirkel und Lineal zur 
Lösung aller Aufgaben dritten Grades. 

(Da mit einem markierten Lineal der abstrakte Instrumentensatz „normiertes 
Lineal“ realisierbar ist, genügt zur Lösung solcher Aufgaben dritten Grades, deren 
Endresultat nur aus Punkten und Geraden besteht, sogar das markierte Lineal 
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allein, genauer: der abstrakte Instrumentensatz (L, S l} Af, S%, S%, S 2 , S Z) E a ä ) ; ygl. 
Abschnitt 7.2). 

Zum Beweis von Satz 2 haben wir nur Lösungen der Aufgaben Tri und Kub an¬ 
zugeben. Die bereits in Abschnitt 9.2 behandelte Archimedische Trisektion mit dem 
Einschiebelineal benötigte die (äußere!) Einschiebung zwischen Kreis und Gerade. 
Wir zeigen zunächst, daß Tri auch durch äußere Einschiebung zwischen zwei Geraden 
realisierbar ist (Lösung von Pappos ; Abb. 79): 

/ 

Pl> P2> Ps (0 < <£ P1P2P3 < R) 

gl = L(P 1 > P 2 ) 
g 2 = L(p 2 , p 8 ) 

p 4 = tplp 6 Strahl(p 1? p 2 ) Ajp~p = —) (durch Abtragen von a auf Strahl 
V ^ / (p 2 , p 3 ) und Halbieren dieser Strecke) 

g 3 = Lot(p 4 , gl ) 

g 4 = P(p 4 , g0 
p 5 = EJ(p 2 , g 8 , g 4 ) 
gs = L(p», p 2 ) 
g 6 = L(pj, p 3 ) 

Tri(p t , pa, p 8 ) = Si(g 5 > ge)- 



Abb. 79 


Zum Beweis bezeichne p' den Mittelpunkt der Strecke p 6 p 6 . Dann ist im rechtwink¬ 
ligen Dreieck p 4 p 5 p 6 

p'PiP* ^ Al p'PqPa (= oc) ^ <£ P1P2P6 
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(als Wechselwinkel), und wegen p A p f = p 2 p A 
2oc = <£ p 2 p'Pi 99 2t p f p 2 p 4 . 



ist 


Vergleichbar durchsichtige Lösungen der Aufgabe Kub durch Einschiebung sind 
bisher nicht gefunden worden. Die folgende Lösung geht im wesentlichen auf New¬ 
ton zurück. Sie ist nur dann direkt anwendbar, wenn die Strecke d, deren dritte 
Wurzel konstruiert werden soll, kürzer als die Einheitsstrecke (d. h. d < 1) ist. 


Andernfalls hat man 




zu benutzen. 


Ist d < 1, so güt 2 ad < 2a, und es ist ein Dreieck p x p 2 p 4 mit p 1 p 2 = P t P 4 = a > 
P%P 4 = 2 ad konstruierbar. Unter dieser Voraussetzung gelte weiterhin (Abb. 80) 


p 3 = A~ (p 2 , pj) 

9i = L(Ps> P 4 ) 
g 2 = L(p 2 , p 4 ) 

p 5 = Eg(p!, g l5 g 2 ) 

g 3 = L( Pl , p 5 ) 

Pe = Sdga, g 3 ). 




Wir behaupten \d — 


- mit £ = pfä, y = p x p h . 
%c 



&1 


Beweis. Anwendung des Satzes von Menelaos auf A p^PiPz und g x ergibt 

a 2a 2ad _ 
y a x 
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d. h. 

x —f- 2 cid 
2 a + y 

Bezeichnet k den Kreis vom Radius a um p x , so ist ferner 



durch rechnerische Umformung 


d. h. 
( 2 ) 


Pot(p 6 , k) = x • {x + 2orf) = y • {y 2a), 

(Sehne g 2 ) (Sehne L{p 6 , p x )) 

x 4- 2 ad y 
2 a y x 


Aus (1) und (2) folgt — = —, d. h. x z = 2 ay, und — =-, d. h. y 2 = 2od#, zu- 

* 2a 8 *2/ 

saramen 2a«/ 3 = 2adx 8 , d. h. — = ] Id. 

x 


Während die Lösung einer Gleichung dritten Grades für eine gesuchte Strecke x 
bei Anwendung des Einschiebelineals durch „geometrische Simulation“ der alge¬ 
braischen Lösung Cardanos erfolgt, ist unter Verwendung zweier Rechtwinkel¬ 
lineale in der Weise, wie sie Platon zur Konstruktion von Yd benutzte (vgl. Ab¬ 
schnitt 9.2, Abb. 33, S. 196), eine beliebige Gleichung dritten Grades direkt lösbar. 
Die Methode läßt sich nach Cremona sogar zur graphischen Lösung einer beliebigen 
Gleichung n- ten Grades verallgemeinern, wenn man n — 1 Rechtwinkellineale be¬ 
nutzt. 

Die Koeffizienten der Gleichung 

(3) a„x n + a n - x x n ~ x -f- ••• + a x x + a 0 = 0 

seien als gerichtete Strecken gegeben. Man errichte in einem Endpunkt p n von a n 
das Lot <7„. Bezeichnet p n - x den anderen Endpunkt von a n (Abb. 81), so ist für p' £ g n 
stets p'p n = a n • tan «(«=<£ p'p n + x Pn)- Trägt man unter Berücksichtigung des 
Vorzeichens die Strecke a n - x auf g n an p'p n an, errichtet im so erhaltenen Punkt p n - x 
abermals das Lot g n _ x und schneidet g n _ x die Gerade Lot(p', L(p n+X , p')) in p", so sind 
die Dreiecke p n +iP'p n und p'p"p n - 1 ähnlich, und es ist 

P^P r '=K^P / ‘ t an« 

= ( a n tan <x -f a n-i) tan <x = a n (tan «) a -j- a n _ x tan oc. 

Durch Fortsetzung dieser Konstruktion erhält man schließlich eine Strecke der Länge 

(4) a n (tan oc) n + a n _ x (tan a)”- 1 + ••• + a x tan oc + a 0 . 

Daraus ergibt sich folgendes Verfahren zur graphischen Lösung der Gleichung (3): 
Man konstruiere unter Berücksichtigung der Vorzeichen der Glieder a* einen Strecken¬ 
zug Pn+iPnPn-i ••• P1P0 mit p { p i+1 = a { und <£ p i+x piPi- x = R und lege durch p h p { _ x 
die Gerade gr t - (i = 1,..., n). Legt man nun das erste Rechtwinkelhneal RU) mit einem 
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Schenkel durch p n+x und der Spitze p' auf g n (wobei ein zunächst beliebiger Winkel <x 
entsteht), das zweite Rechtwinkellineal R (2) mit einem Schenkel durch p' und der 
Spitze p" auf g n ~ x usw., so findet man durch probeweises Verschieben der gesamten 
Anlage diejenigen Winkel <x, für die (4) gleich 0 ist, d. h., man erhält die sämtlichen 
reellen Lösungen x der Gleichung (3) in Gestalt ihrer arctan-Werte. Aus <x = arctan x 
kann x sofort als Gegenkathete eines zu A p n +\p'p n ähnlichen Dreiecks mit der An¬ 
kathete 1 konstruiert werden bzw. x — pjP, falls in (3) a n = 1 ist. 



Die bei der beschriebenen Anwendung von n — 1 Winkellinealen zur Lösung einer 
Gleichung n- ten Grades realisierte Operation ist (bei etwas willkürlicher Auswahl 
eines die Resultatkonfiguration bestimmenden Punktes) die im allgemeinen n- 
deutige Operation 

^(n—1)(^0 j Pn+lf 9i> •••} 9n) 

{P- P € 9n A V p< 2 > ••• p( n ~V(pW £g 2 A ••• A ptn-H £ g n - 1 

A |_ PopWpW A ••• A 1__ A ••• A L p (n ~ X) pp n + 1)}* 

Hinzu kommen L, S x und W x zur Konstruktion von ELKS, Konstruktion des Strecken¬ 
zuges p 0 p x p n+i und zur Ausführung der rationalen Operationen. Damit haben wir 

.Satz 3. Mit n — 1 Winkellinealen, d. h. mit dem abstrakten Instrumentensatz 
{L y 8 1} W x , W(^_i)) ist jede Aufgabe maximal n-ten Grades im Bereich der Punkte und 
Geraden lösbar . 

Da offenbar Wf 1} = W 2 ist (vgl. Abschnitt 7.2), ergibt sich als Spezialfall ein neuer 
Beweis des Satzes von Adler : 

Mit einem Rechtwinkellineal , d. h. mit dem abstrakten Instrumentensatz (L, S x , W x , 
W 2 ) ist jede mit Zirkel und Lineal lösbare Aufgabe, deren Resultat nur aus Punkten und 
Geraden besteht , lösbar. 
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Ein Kernstück der Theorie der geometrischen Konstruktionen ist seit dem Alter¬ 
tum die Lösung von Konstruktionsaufgaben höheren Grades mittels Zirkel und Lineal 
und gewisser vorgegebener Kurven, insbesondere die Lösung der klassischen Auf¬ 
gaben Tri und Kub und damit aller Aufgaben dritten Grades durch Schnitt von 
Kreisen und Geraden mit einem vorgegebenen Kegelschnitt l. Dies bedeutet die 
Ergänzung des abstrakten Instrumentensatzes (L, Z, S l} S 2 , S 3 ) durch die Operationen 

$1(9) -={p'-peg*pet}, 

Sl(k) := {p: p 6 h a p £ !}. 

Als ein Beispiel aus der fast unübersehbaren Fülle der Einzellösungen geben wir 
hier die Lösung der Aufgabe Kub mittels einer vorgegebenen Parabel I nach Des- 
o artes an: 

Hilfsaufgabe. Zu gegebener Parabel f ist mit Zirkel und Lineal ein KKS kon¬ 
struierbar, bezüglich dessen l durch die Gleichung y = x 2 beschrieben wird. (Die 
Aufgabe hat offenbar genau zwei Lösungen, die durch Vertauschen der positiven 
^-Richtung ineinander übergehen.) Zur Lösung dieser Aufgabe benutzen wir den Satz, 
daß der geometrische Ort der Mittelpunkte einer Schar paralleler Sehnen einer Parabel t 
eine zur Achse von t parallele Gerade ist. 

? 

f (f Parabel) 

; 

gi = £ g (g schneidet f) (d. h., g x hat mit l zwei Punkte gemeinsam) 

p' = ep (p in derjenigen Halbebene bezüglich g u die den unbeschränkten 
Teil von i enthält) 

(Durch diese Wahl des Hilfspunktes p' wird gesichert, daß P(p',g 1 )i schneidet.) 
g 2 = P(p', gx) 

Pi = Sl(gi) 

Pa = Sl(ga) 
p 3 = M(Pj, Pi) 
p 4 = M(P 2 , P 2 ) 
g 3 = L(p 3 , p 4 ) 
g 4 = Lot(p 4 , g 3 ) 

P 3 = Sj(g 4 ) 

P 5 = M(P 3 , P 3 ) 

g 5 = P(p 5 , g 3 ) (< 7 s ist schon die gesuchte «/-Achse) 

Po = S'(g 5 ) 
g, = Lot(p 0 , g 5 ) 
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(Abb. 82 a; die folgende Konstruktion der Einheitspunkte <p x 6 g^, Vi € 9$ ist der 
Übersicht halber in Abb. 82b gesondert dargestellt). 

ki = Z(p 0 ;p 0 ,p 5 ) 

P 4 = S 2 (k x , g G ) 
p 6 = ep p € P 4 



a) 

Abb. 82 



Von der zufälligen Auswahl dieses Hilfspunktes hängt es ab, welche der beiden 
Lösungen der Aufgabe man bekommt. 

p 7 = Vsp(p 0 ;p 5 ,p 6 ) 

g? = L(p 0 , p 7 ) 

= Sj(g?) 

p 8 = ep(p 6 P 5 a p 4 = po) 
g 8 = Lot(p 8 , g 6 ) 
g 9 = Lot(p 8 , g 5 ) 

Pi = Si(g 6 , g 8 ) 

Pa = Si(g 5J g«) 

I 

P0 ? Pl> P2 
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Zur Konstruktion von \ d bringe man t mit demjenigen Kreis k zum Schnitt, der 

bezüglich des eben konstruierten KKS den Mittelpunkt 
also der Gleichung 


^, -^jhat und durch p 0 geht, 




d a + 1 
4 


genügt. Für die Koordinaten x, y des von p 0 verschiedenen Schnittpunktes von i 
und k ergibt sich aus (5) und y = x 2 die Gleichung y 2 — dx = 0. Die Gleichung 

y 2 = dx ergibt, mit y — x 2 multipliziert, y 3 = dx 3 , d. h., man erhält ]/ d in der Form —. 

x 

Die Methode von Descartes weist die für alle Lösungen dieser Art typischen 
„ungeometrischen“ Züge auf: Man sucht die Koordinaten eines zu konstruierenden 
Kreises so zu bestimmen, daß die Gleichung der Schnittpunkte dieses Kreises mit 
dem verfügbaren Kegelschnitt gleich der zu lösenden Gleichung wird. Nach diesem 
Prinzip löste Descartes auch die Aufgabe Tri mittels Parabel. Pappos, Chasles 
u. a. lösten Tri mit gleichseitigen Hyperbeln. Kub wurde von Gregoire unter Ver¬ 
wendung einer Hyperbel, von Sltjsius (sehr kompliziert) unter Benutzung einer 
Ellipse gelöst. Das abschließende Resultat in dieser Richtung ist der 

Satz von Smith und Korttjm. Bei Vorgabe einer beliebigen Ellipse, Hyperbel oder 
Parabel ist jede Konstruktionsaufgabe dritten Grades mit Zirkel und Lineal lösbar . 

Der Satz von Smith-Kortum und sein Beweis gehören eher der Algebra an als der 
Geometrie. Geometrisch interessant ist nur die nötige Vorbetrachtung, daß man 
(analog zur oben für Parabeln gelösten Hilfsaufgabe) zu jeder Ellipse bzw. Hyperbel 
ein KKS konstruieren kann, bezüglich dessen diese Kurven durch die wohlbekannten 
Gleichungen 


x 2 , y 2 . _ x 2 y 2 
--=1 bzw.--= 1 

o 1 70 o 1 in 


a £ 


a* 


b 2 


beschrieben werden. Der Leser entnehme die entsprechenden Konstruktionen der 
Andeutung, daß für Ellipsen und Hyperbeln der geometrische Ort der Mittelpunkte 
einer Schar paralleler Sehnen eine Gerade durch den Ursprung p 0 des gesuchten KKS 
ist. Ein Kreis von geeignetem Radius um den so gefundenen Punkt p 0 schneidet die 
Ellipse bzw. Hyperbel in vier Punkten, so daß die gesuchten Hauptachsen die Winkel¬ 
halbierenden dieser vier über Kreuz verbundenen Punkte sind (Abb. 83). 

Der algebraische Teil des Beweises des Satzes von Smith und Kortum ist am ein¬ 
fachsten für den Fall der Parabel. 

Die algebraische Analyse der zu behandelnden Aufgabe, bezogen auf das KKS, 
in dem die gegebene Parabel l durch y — x 2 beschrieben wird, führe (eventuell nach 
kanonischer Transformation) auf die Aufgabe, aus konstruierbaren Strecken p, q 
die Lösungen der irreduziblen Gleichung x 3 + px -j- q = 0 zu konstruieren. Zur 
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Lösung konstruiere man den Kreis & 0 um den Punkt ^ — j, der durch den 

Koordinatenursprung verläuft, also durch die Gleichung 
(6) x 2 + qx + y 2 -f (p — 1) y — 0 

beschrieben wird. Für die Koordinaten der Schnittpunkte von k 0 und i ergibt sich 
durch Einsetzen von y — x 2 in (6) 

x 4 + qx — x(x z px q) = 0, 



d. h., man erhält die gesuchten Lösungen in Gestalt der »-Koordinaten der von p Q 
verschiedenen Schnittpunkte von Jc 0 und i. 

Wenden wir uns nun dem wesentlich komplizierteren Eall zu, daß der gegebene 
Kegelschnitt eine Ellipse i ist, die bezüglich des nach Hilfsaufgabe konstruierten KKS 

/^»2 j ^/2 

durch die Gleichung-1-= 1 beschrieben wird. Bezeichnet p* den Punkt mit 

d 2 b 2 

den Koordinaten (— a y 0), so wird t \ {p*} auch durch die Parameterdarstellung 

1 £2 2 1 

(7) x(t) =a- y{t) = b • > - oo<t< + oo, 


erzeugt (Abb. 84a). Dabei sind zu jedem (als gerichtete Strecke) gegebenen t die 
Koordinaten x(t), y(t) und damit auch der Punkt p(t) mit diesen Koordinaten mit 
Zirkel und Lineal konstruierbar. Umgekehrt ist aus jedem von p* verschiedenen 
Punkt p Ci mit Zirkel und Lineal der zugehörige Parameterwert aus der nach t 
aufgelösten ersten Gleichung (7) und der Bedingung „Vorzeichen von t — Vorzeichen 
der ^-Koordinate von p" konstruierbar. 
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Einsetzen der Parameterdarstellung (7) in die allgemeine Kreisgleichung 
{x - x 0 ) 2 + {y- y 0 ) 2 = r 2 
liefert nach entsprechenden Umformungen 

(8) (a 2 4 2clxq 4 d)t* — 4 by 0 t 2 4 (46 2 — 2a 2 4 2d)£ 2 — 4&y 0 £ 

4 (a 2 — 2aa 0 4 d) = 0, 

wobei zur Abkürzung x 2 4 y\ — r 2 = d gesetzt wurde, d. h. eine Gleichung der Eorm 

(9) At* 4 Bt z 4 Ct 2 4 Bt 4 D = 0 (nicht notwendig A 4= 0). 

Wir zeigen, daß man die Lösung einer irreduziblen Gleichung 

(10) t* 4 pt 4 q = 0 

auf die Lösung einer Gleichung der Eorm (9) zurückführen kann: £ 8 4 t 4 <7 — 0 ist 
selbst von der Eorm (9). Ist p 4= L so ist 

(11) t * + A~ t* + pt 2 + A— 1 + 4-(« 3 + pt + q) (t - 1 —) = 0 

1 — p 1 — p 1— p \ p — 1/ 

von der Eorm (9), d. h., die Lösungen von (10) (die wegen der vorausgesetzten Irre- 

duzibilität ungleich ——— sind) sind die von —-— verschiedenen Lösungen der 

P —1 P— 1 

Gleichung (11). Bei der Lösung einer Gleichung der Eorm (9) können wir zusätzlich 

(12) A + D — C =f= 0 
voraussetzen. Andernfalls wäre 

At* 4 Bt* + Ct 2 4 Bt 4 D = (At z + Bt + D) (t 2 4 1), 

d. h.,tauch das als Faktor in (9) enthaltene Polynom (10) wäre reduzibel. Wegen (12) 
kann man durch Multiplikation von (9) mit einem geeigneten Skalarfaktor erreichen, 
daß sogar 

(13) A + D - C = 4(a 2 - ft 2 ) 

ist. Koeffizientenvergleich von (8) und (9) ergibt nun für x 0> y 0 , d das Gleichungs- 


System 

(14) 

2 ax 0 4 d 

II 

1 

(15) 


= B, 

(16) 

2 d 

= <7 4 2a 2 - 4& 2 , 

(17) 

—2ax 0 4 d 

II 

b 

1 

V 

V# 
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worin wegen (13) die letzte Gleichung (17) die Differenz von (16) und (14) ist. Die 
Gleichungen (15), (16), (17) sind eindeutig nach x Q , y 0 , d auflösbar: 

(18) y 0 = —, d =---, x„ -- 

4o 2 4a 


es müßte daher r = yx* -f y 2 — d sein. Hat die gegebene Gleichung (10) überhaupt 
eine reelle Lösung t, so ist diese auch Lösung von (9), demnach von (8). Folglich er¬ 
füllen x(t), y(t) die Gleichung 

(*(0 - ^o) 2 + (y(t) - Vo) 2 + d = xl + y\, 

d. h., es ist d ^ X* + y\. Wäre d = x\ y\, also der Radius r des gesuchten Kreises 
gleich Null, so wäre der Punkt mit den Koordinaten x 0) y 0 selbst ein Punkt von f, 
dessen Parameter gerade die gegebene Lösung t von (10) wäre. Daher wäre t mit 
Zirkel und Lineal aus den Koeffizienten p, q von (10) schon ohne Verwendung von f 
konstruierbar — im Widerspruch zur vorausgesetzten Irreduzibilität von (10). Daher 
ist d < Xq + y%> und es ergibt sich folgender Weg zur Lösung der Gleichung (10): 

1. (Falls nötig) Transformation von (10) auf die Form (9). 

2. Konstruktion von x 0 , y 0 , d nach Vorschrift (18) und von 

r — l/a? + y 2 0 — d. 

3. Konstruktion des Kreises k 0 vom Radius r um (x 0> y 0 ). 

4. Bestimmung der ^-Koordinaten der Schnittpunkte von k 0 und t und Kon¬ 
struktion der zugehörigen t- Werte. 

5. Falls 1. durchgeführt wurde, Aussonderung der Lösung —-—. 

1 
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Ist eine Hyperbel l gegeben, so läßt sich das für den Kall der Ellipse ausführlich 
behandelte Verfahren mit geringen Änderungen übertragen. Die zu verwendende 
Parameterdarstellung lautet hier 

/JX 1 +t 2 tx T 2t 

x ®= a Tzrp’ m = b 


Sie stellt für — 1 < t < 1 den rechten und für t < — 1 und t > 1 den linken Ast der 
/£ 2 

Hyperbel f:-= 1 mit Ausnahme des Punktes (— a, 0) dar (Abb. 84b). 


a“ 


b 2 


Einsetzen dieser Parameterdarstellung in die allgemeine Kreisgleichung ergibt 
(wobei wieder d = rj -{- y\ — r 2 gesetzt ist) 


(19) (a 2 + 2ax 0 — d)t* + Aby 0 t 3 + (2a 2 + 46 2 — 2 d) t 2 — 4 by Q t 

+ a 2 — 2 ar 0 + d = 0. 


Eine irreduzible Gleichung J 3 -f- + q = 0 mit p 4= —1 kann durch die Trans¬ 

formation 

t* -i— t» + pt 2 + —i— t -= (l 3 + pt + q) lt - 2 —) = 0 

p +1 j> + i j>+i \ j>+1/ 

auf die Eorm 

(20) A* 4 - H* 3 + O* 2 + Bt + D = 0 

gebracht werden, £ 4 — t -f- q = Ohat selbst diese Form. Wir können ferner A -f- D 
+ 0 4= 0 annehmen, da andernfalls 

AP - Bt 3 + Ot 2 + Bt + D = (. At 2 -Bt-D) {it 2 - 1 ), 

also auch der kubische Faktor von (20) reduzibel wäre. Dann kann aber durch 
Multiplikation von (20) mit einem geeigneten Faktor sogar 

A + D + C = 4(a 2 + b 2 ) 

erreicht werden. Dies hat zur Folge, daß in dem Gleichungssystem 


(21) 

2 (ix q —j— d 

= A — a 2 , 

(22) 


= ~B, 

(23) 

-2 d 

— G — 2a 2 — Ab 2 , 

(24) 

—2 ax 0 -f- d = D — a 2 , 


19 Schreiber, Konstruktionen 
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das sich aus dem Koeffizientenvergleich von (19) und (20) ergibt, die letzte Zeile die 
Summe der mit —1 multiplizierten Gleichungen (21) und (23) ist. Die Gleichungen 
(22), (23), (24) sind eindeutig lösbar. Durch eine analoge Überlegung wie im Fall der 
Ellipse ergibt sich, daß für die erhaltene Lösung x 0 , y 0 , d gilt: Hat (10) eine reelle 
Lösung, so ist x\ -{- Vo — d > 0, so daß wirklich ein Kreis um (x 0 , y 0 ) existiert, 
dessen Schnittpunkte mit der Hyperbel f zu Parametern gehören, die Lösungen der 
gegebenen Gleichung dritten Grades sind. 

Ohne Beweis sei erwähnt, daß statt eines vollständigen Kegelschnittes ein beliebig 
kleiner Teilbogen einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel genügt. Dies folgt jedoch 
nicht aus dem Satz von Oblath, da es sich hier um die Bestimmung der Schnitt¬ 
punkte eines Kegelschnittes mit einem Kreis handelt. 
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Axiom, Archimedisches 56, 160, 203 

— von Pasch 81, 83, 233, 238 
axiomatische Theorien 17 
Axiome 17 
Axiomensystem 27 

—, (elementar)kategorisches 27 
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formale Ausdehnung einer Relation 13 

formalisierte Sprache 22 

Formeln, Vietasche 65 
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Halbebene 83 
hängendes Lineal 125 
harmonisch konjugiertes Punktepaar 235 
Hauptsatz über affine Abbildungen 90 

— über projektive Abbildungen 98 

— über Parallelogramme 102 
Hilbert, D. 76, 221, 247 
Hippokrates von Chios 220 
Hjelmslev, J. 220 
Hüttemann, F. 242 


ideale Konstruktionselemente 191 

— Zeichenflächen 121 

— Zeichengeräte 121 
-r Zirkel 122 

-s Lineal 122 
Implikation 18 

induktive Strukturgraphen 114 
innere Einschiebung 134 
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Malfath, G. F. 211, 215 
markiertes Lineal 132 
Masoheroni, L. 179, 220 
Menelaos von Alexandria 280 
Menge 11 

—, widerspruchsfreie 27 
Mengenabbildung 47 
Mengenterme 42 

mengentheoretische Adjunktion 63 
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—, platonisch-reduzibles 73 
—, reduzibles 59 
Polynomialfunktionen 58 
Ponoelet, J. V. 179, 220 
Potenz 104 
Potenzgerade 104 
Potenzmenge 12 
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Punkte, uneigentliche 78 

Punktepaar, harmonisch konjugiertes 235 

Punktkoordinatensystem 197 
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SZMEELEW, W. 81 

Tarski, A. 28 
Tartaglia, IST. 220 



Teiltheorie (im weiteren Sinn) 45 

—, konstruktive 136 

-n, äquivalente 178 

-n, stark äquivalente 178 

Teilverhältnis 237 

Terme 23 

Theorie, elementare 27 

— im weiteren Sinn 45 
-n, aromatische 17 
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